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Les repeéeres cartésiens

Utilité des repéres cartésiens

Les repéres cartésiens (appelés ainsi en
hommage a René Descartes, 1596-1650, phi-
losophe) représentent un outil géométrique
qui nous aide & comprendre une fonction
quelconque représentée dans un systéme
d’axes comme celui décrit par la figure 1.

Chacun de nous cotoie quotidiennement des
reperes cartésiens. On les trouve dans les
journaux, a la télévision, au travail... Ils nous
servent a mieux appréhender une réalité, un
mécanisme défini par une fonction. Les orga-
nismes de sondage les utilisent de plus en plus
afin d’étudier I’évolution dans le temps des
phénoménes qu’ils étudient.

Une fonction n’est pas forcément définie par
une formule mathématique! Par exemple,
nous pouvons prendre la fonction tempéra-
ture du 25 février entre 8 heures et 12 heures
au lieu-dit “La Croix Blanche”. Cette der-
nieére s’exprime par une liste de températures
en fonction des heures de ce jour.

Fonction f1 température du 25/02/86 de 8 a
12 heures :

f1 8 heures — 10° en degrés Celsius
9 heures — 9°
10 heures — 9°
11 heures — 6°
12 heures — 4°

De méme, nous pouvons prendre la méme
fonction température mais appliquée au len-
demain, c’est-a-dire le 26 février 1986.

Fonction f2 température du 26/02/86 de 8 a
12 heures

2 8 heures — 10° en degrés Celsius

9 heures — [0°
10 heures — 8°
11 heures — 6°
12 heures — 5°

Nous pouvons continuer de cette fagon
encore longtemps en prenant les jours les uns
a la suite des autres ! Seulement, 'examen et
la comparaison des résultats des différentes
fonctions obtenues seront difficiles et fasti-
dieux si nous les laissons énoncées sous cette
forme.

Nous utiliserons donc un repére pour présen-
ter les fonctions f1, f2...

Il sera ainsi plus aisé de comparer les diffé-
rentes valeurs que prennent ces fonctions
pour une heure donnée.

Construction de notre repére

Il faudra que nous puissions lire clairement la
température et les heures du jour considéré.
Examinons la figure I :

Sur l'axe horizontal (appelé en mathémati-
ques, axe des abscisses), nous voyons ’échelle
des heures.
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Sur I’axe vertical (appelé en mathématiques,
axe des ordonnées) nous voyons I’échelle des
températures.

La série de points qui se situe a I'intérieur du
repére délimité par ces deux axes symbolise la
fonction f1.

Chaque point de cette fonction se trouve situé
a I'intersection de deux droites, chacune étant
perpendiculaire & ’'un des deux axes (axe des
abscisses ou axe des ordonnées).

Par exemple, le point M reprusentant la tem-
pérature —4° a 12 heures du matin le
25/02/86 se trouve bien étre le point de
concours de deux droites, I'une perpendicu-
laire a1’axe des abscisses au point 12 heures et
Pautre perpendiculaire a I’axe des ordonnées
au point —4°. (Voir Fig. 1, la représentation
du point M). '

D1 est perpendiculaire a I’axe horizontal au
point 12,

D2 est perpendiculaire a I’axe vertical au
point —4,

M symbolise la fonction f1 a 12 heures. La
fonction f1 (évolution de la température dans
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le temps) vaut donc —4° a 12heures du
matin le 25 février 1986.

En mathématiques, on note f1(12) = —4 (qui
se lit f un de 12 égale moins 4).

L’idéal serait de pouvoir dessiner dans le
méme repére toutes les fonctions tempéra-
tures f1, f2...

Pour cela, nous pouvons utiliser de la couleur
ou différents symboles (un par fonction) afin
de bien différencier les fonctions les unes des
autres. (Il pourra s’agir de traits pointillés,
traits pleins qui relieront les points faisant
partie de la méme fonction). '

En observant la figure 2, il est maintenant
beaucoup plus simple de comparer les deux
fonctions f1 et f2 (évolution de la température
dans le temps les 25 et 26 février 1986).

En régle générale, les graphiques sont des
outils qui facilitent la compréhension, la
comparaison... de fonctions.

Les représentations graphiques sont trés sou-
vent employées en électronique pour expri-
mer les caractéristiques de fonctionnement
d’éléments ou de systémes électroniques.

te)

fthy=1t

h (heures}

- =t
My th) =t

h (heures)

Fig. 1 : Représentation graphique (graphe) de la
fonction f(t) (évolution de fa température en fonc-
tion du temps)

Fig. 2 : Représentation des fonctions f1 et f2
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En physique, lorsque des résultats sont expri-
més en fonction de données, nous sommes
devant ce que ’on appelle une fonction. Si
nous appelons un résultat r et que celui-ci est
associé a la donnée d, nous noterons la fonc-
tion de cette maniére :

f(d)=r
qui sera lue f de d égale 1.

Nous pourrons représenter la série de résul-
tatsr (rl, r2, ... rn) en fonction des différentes
données d (dI, d2, ... dn) dans un repere
cartésien (exemple, Fig. 3).

v 4

va i
Vs 4
V2 -
Va +
V] -5

dq d, d3 dg ds d

Fig. 3 : Représentation de la fonction f(d) = r

Nous avons sur 1’axe des abscisses (horizon-
tal) les données et sur I'axe des ordonnées
(vertical) les différents résultats.

En mathématiques, traditionnellement, la
fonction sera notée {(x) =y ; X ne représente
plus la donnée mais 'inconnue et y est choisi
car il s’agit de la lettre suivant le x dans
I’alphabet.

Nous sommes alors souvent confronté au
probléme de la recherche de x en fonction de
y ou bien l'inverse de y en fonction de x.

Pour la représentation de ces fonctions sur
des graphiques, les échelles peuvent étre
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linéaires, logarithmiques ou quelconques,
I'important étant qu’elles permettent de bien
mettre en évidence les résultats obtenus.

Les repéres ont généralement deux axes de
graduations, parfois trois (Fig. 4).

Les mathématiciens disent qu'un axe repré-
sente une dimension de la fonction. Donc, un
repére 4 deux axes est un repére a deux
dimensions dans lequel peut étre représentée
une fonction a deux dimensions (du type
f(x) = y).

Une fonction du type f(x.y) = z est une
fonction & trois dimensions.

Au-dessus de trois, on ne représente plus gra-
phiquement les fonctions car cela devient
trop compliqué.

a et b sont les repéres cartésiens les plus
employés. ¢ et d ne sont que trés rarement
utilisés.

Le repére est dit rectangulaire ou encore
orthogonal lorsque les axes de graduation

sont perpendiculaires les uns aux autres
(Fig. 4a et 4b).

Il est dit orthonormé lorsque les segments
représentant 1'unité de chaque axe sont de
méme longueur.

Les repéres peuvent étre “quelconques” mais
les plus utilisés sont sans conteste les repéres
orthogonaux a deux dimensions (courbes de
caractéristique, histogrammes, ...) (Fig.5).

Ce qu’il faut retenir

Pour effectuer la représentation graphique
d’une fonction, il faut d’abord choisir les
échelles. Pour cela, il convient de définir (cal-
culer ou trier) les minima et maxima de la
fonction afin de s’assurer qu'’ils sont bien défi-
nis dans I’échelle de mesure choisie.

Ensuite, il convient de tracer deux droites
perpendiculaires que l'on gradue avec les
échelles choisies.

9¢ complément



L Partie 4 Chapitre 10.3 page 4 Les bases de calcul en électronique et informatique

Partie 4 : Notions essentielles

10.3 Les repéres cartésiens

{l z
)
v
fix,yl=2
fix)=y
o Y
o] X
X
a) ‘Repére & deux dimensions b} Repere a trois dimensions
Repére orthogonal Repére orthogonal
Y
y
z
o >x
[o] =g X
c) Repére "quelconque” d) Repére "quelconque”

a deux dimensions a trois dimensions

Il ne reste plus qua placer les différents
v ! points de la fonction dans le repére ainsi

défini.
3l Il existe aussi d’autres systéme de repérage et

d’autres moyens de formuler une fonction:
2 1 flx)=y systémes de coordonnées sphériques, coor-

données polaires : mais le systéme le plus uti-
1 4 lisé est le systéme cartésien. C’est celui que

nous rencontrons le plus souvent au cours de

) ) N nos études.
} :

¢ 1 2 3 X

Fig. 5: Exemple de repére orthonormé
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La numeération
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Nos chiffres actuels, ‘0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7,
8, 97’ sont appelés chiffres arabes et chacun
sait que notre comptage s’effectue en base 10.
Il n’en va pas toujours ainsi; certains peuples
ont compté en base ‘5’ et, en électronique,
nous comptons souvent en base ‘2. Ces
exemples ne sont pas les seuls puisqu’en infor-
matique il existe deux bases, la base ‘8"’ et
la base ‘‘16”’. Le fait de compter dans des
bases différentes doit apporter quelque chose
sinon il serait inutile d’avoir des systémes dif-
férents. Vous comprendrez, aprés cet exposé,
pourquoi nous comptons en binaire en élec-
tronique et en hexadécimal en informatique.

Vous vous apercevrez que changer de base
n’est pas si facile. En effet, nous perdons tous
les points de repére numériques que nous
avons acquis depuis notre enfance.

Néanmoins, pour une application donnée, il
convient d’utiliser la base la mieux adaptée
afin d’obtenir une efficacité optimale lors de
raisonnements logiques ou d’observations de
signaux électroniques déduits d’un nombre.

Représentation

Il s’agit d’une convention: par exemple, en
base 10, les nombres s’écrivent grace aux
symboles: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8§, 9, alors
qu’en base 2, les symboles seront 0 et 1.

Ces différents symboles vous sont déja con-
nus. Mais, lorsque I’on a décidé de compter

- en base 16, c’est-a-dire en hexadécimal, il a

fallu inventer d’autres symboles afin d’en
obtenir 16 différents.

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E, F.

A, B, C, D, E, F représentent des chiffres
hexadécimaux et sont les nouveaux symbo-
les qui, ajoutés & ceux de la base 10, servent
a représenter un nombre en base 16. Ils ont
pour valeur, en base 10:

A=10; B=11; C=12; D = 13;
E =14;F = 15.

Voici, ci-dessous, quelques exemples de nom-
bres exprimés en différentes bases:

1280; F2A0; 1010111, 377

La liste d’exemples ci-dessus nous prouve
qu’il peut y avoir ambiguité sur la déduction
de la base pour un nombre donné. En effet,
le nombre 1010111 peut se comprendre en
base 2 ou 10 ou 16 ou toute autre base supé-
rieure a 2.

Selon les bases, il n’aura pas la méme posi-
tion dans I’ensemble des chiffres. Aussi, a--
t-on créé des symboles pour préciser la base
dans laquelle le nombre est & considérer. Ces
reperes sont :

% ‘“NOMBRE”: exprime un nombre en
base 2, binaire,

“NOMBRE B’’ : exprime un nombre en base
2, binaire,

8¢ complément
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“NOMBRE’’: exprime un nombre en base 8,
octal,

- “NOMBRE 0’ exprime un nombre en
base 8, octal,

“NOMBRE’’: exprime un nombre en base
10, décimal,

$ “NOMBRE”’: exprime un nombre en base
16, hexadécimal,

“NOMBRE H’’: exprime un nombre en base
16, hexadécimal.

Ces différents repéres sont compris de la
majorité des informaticiens et électroniciens.
Mais, il est toujours possible de préciser la
base en exprimant celle-ci en début de calcul.

Exemples:

1280; $ F240; F2A0H; % 1010111;
1010111B; 377; 377 O

En base 10: 1280; en base 16: F2AQ.

Pour I'utilisation du zéro, beaucoup d’ingé-
nieurs le notent ‘‘¢J”’ pour éviter de le con-
fondre avec la lettre ‘‘O’’, mais attention:
parfois c’est 1a lettre ““O’” qui est barrée!

Calcul de fa valeur d’un nombre en base 10

- La base 10 étant celle que nous connaissons
le mieux, il est souvent intéressant de calcu-
ler 1a valeur d’un nombre quelconque exprimé
dans une base également quelconque, en base
10. '

Pour un nombre donné, il faut écrire son
polynome associé.

Soit le nombre N = (a: a: a as... a.)
exprimé en base B a. étant les différents
chiffres du nombre N faisant partie des
symboles de la base N et étant indicés suivant
leur rang au sein de N. Pour calculer la valeur
du nombre N en base 10, calculons le poly-
nome suivant:
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an X BO + a(n—l) X B1 + a(n—Z) X Bz + aa
+ a, X B’ + a X B

Exemples:

0 1010111 = 1 x 20 + 1 x 2t + 1 x 22
: + O0OXxXx224+1x2+0
X 25 + 1 X 26
=1+2+4+ 16 + 64

= &7
377 = 7 %X 80 + 7 X 8 + 3 X 8
=7+ 56 + 3 X 64
= 255
$F2A0 = 0 x 160 + 10 X 161 X 2 X 162
+ 15 x 163

= 10 X 16 + 2 X 256 + 15 X 4096
= 160 + 512 + 61440

= 62112
1280 = 0 x 100 + 8 x 101 + 2 x 10>
+ 1 x 103

1l est tres important de pouvoir convertir tout
nombre dans une base que nous connaissons
bien. Mais il est primordial de savoir faire le
contraire, ¢’est-a-dire coder tout nombre déci-
mal dans une base donnée. Ce sera I’objet du
paragraphe suivant.

Codage d’un nombre décimal en base deux:
Soit un nombre décimal: N = 25

Pour coder N = 25 en base deux, nous allons
effectuer sur N un certain nombre de divisions
successives par le nombre B représentant la
base (ici, B = 2).

25 | 2
1%2
ohz
'ohz

JJTL

Nous arrétons la série de divisions lorsque le
résultat obtenu est inférieur au dénominateur.
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Ainsi, le nombre décimal 25 peut étre repré-
senté en base 2 par la suite constituée du résul-
tat de la derniére division et des restes des
divisions antérieures.

25 = % 11001

Vérification

11001 =1 x 20+ 0x 21+ 0x 224+ 1x%x23
+ 1 x 24
=14+0+0+8+16
=25

Remarque :

Il n’est pas trés commode de travailler en
binaire car les nombres contiennent beaucoup
de chiffres. Aussi, les ingénieurs ne calculent
en binaire que lorsqu’ils ne peuvent pas faire
autrement. C’est en partie pour cela qu’a été
employée la base 16 car elle permet de passer
trés vite d’un nombre exprimé dans cette base
a un nombre binaire.

Codage d’un nombre décimal N en base B

Comme pour ’exemple précédent, cela con-
siste en une suite de divisions par le nombre B.

N B
R, | X, | B

R, | X, | B
R, X, | B
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X. R1, R;, Rs;, Ry, ...., R. sont respective-
ment inférieurs a B.

Le nombre décimal N s’exprime en base B
comme suit:

Xo Rie R R Rs

Exemples:

£

— Coder 42 en binaire, puis en hexadécimal:

42 2
02 21 2
0 01 10 2

T 1 0 5 2
T

o

1 2 2
0 1
5T T
42 = % 101010
2 16
100 2

42 = $2(10) = $ 2A (A = 10en décimal)
42 = % 101010 = $§2 A

— Coder 1024 en binaire puis en octal et
enfin en hexadécimal:

8¢ complément
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a) en base deux:

1024
02
04

0

1024 =

1024
22
64

c)enb

1024
064
0

2
512 | 2
11 ’—;6
12 05
0 16

0

128
08

2

% 10000000000
b) en base huit:

8

128 8
48 16

0 0
ase 16:

16

64 16
0 4

64 2
04 32 2
0 12 16- 2
0 0 8 2
0
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4 2
0 2 2
0 1

Relation entre la base deux et la base seize

Relation entre la base deux et la base seize
Definissons tout d’abord quelques termes:

— bit: contraction anglaise signifiant binary
digit, information représentée par un symbole
a deux valeurs, généralement notées 0 et 1,
associées aux deux états d’un dispositif.

- — poids: le poids d’un bit est le rang auquel

il se situe dans le nombre considéré. La numé-
rotation des poids commence généralement a
Zéro.

Exemple:

128 64 32 16 8 4 2 1 puissance du polynome
37 = $25=%001001 01 nombre
76543210 poids

— quartet: nombre binaire exprimé sur qua-
tre chiffres.
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Un nombre de quatre bits est toujours com-
pris entre z€ro et seize (en décimal) car il existe
16 combinaisons de configurations de bits dif-
férents pour un quartet. Ces combinaisons
sont décrites par ordre croissant dans le
tableau 1. Le nombre 16 n’est pas dii au
hasard, il représente le résultat du calcul:

Nombre de combinaisons totales:
= B.2¢ = 16
B = base n = nombre de chiffres

— octet: ensemble de 8 bits ou de deux
quartets.

Le nombre de combinaisons binaires sur un
octet est de 256 soit (28).

— mot: ensemble de deux octets.

— mot long: ensemble de deux mots.

Tableau 1 : Les seize premiéres configurations
binaires

poids binaire décimal hexadécimal

3210

0000 0 0
0001 1 1
0010 2 2
0011 3 3
0100 4 4
0101 5 5
0110 6 6
0111 7 7
1000 8 8
1001 9 9
1010 10 A
1011 11 B
1100 12 C
1101 13 D
1110 14 E
1111 15 F

Il existe une correspondance directe entre la
base deux et la base seize lorsque nous arran-
geons un nombre binaire en série de quartets.
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Un quartet ayant 16 combinaisons différen-
tes, la base 16 offrant 16 symboles différents,
nous voyons qu’a chaque quartet correspon-
dra un symbole hexadécimal précis.

Exemples:
8421 | 8421 e
a)37=%$25=%0010]0101
2 5

car2 =2H=%0010
SHS =% 0101

b) 1024 = $400= %0100 00000 0000
4 0 0

car4 = 4 H= %0100
0=0H=%0000

8421 | 8421 Do
c) $32 = 00110010
3 2
car3 =3H = %0011
2=2H=%0010

Cette facilité de passage est rendue possible
car le nombre 16 est une puissance de deux.
Ainsi, il en va de méme entre la base huit et
la base deux ; mais, il faudra arranger les con-
figurations binaires en paquets de trois, un
ensemble de trois bits ayant un nombre de
combinaisons maximum de huit (2° = 8).

Exemples :

L a)e37T = %011 111

car3 =@3 = %O01llet7 =@7T = %
111

b) 1024 = §4 00 =
00010001000
car2 = @2 + %010

@77 =111 11111111

8¢ complément
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Opérations en base deux

Un bit (élément de base deux) ne pouvant
prendre, par définition, que deux états dis-
tincts, les opérations vont se trouver facilitées.

A) L’addition:

Les tables d’addition sont:

0+0=20
0+1=1
1 + 1 = 0 avec une retenue (les informa-

tions disent que le carry vaut 1), carry +
report ou retenue.

Exemples :

6 0110
+ +

9 1001
- 15 = 1111

5 0101
+ +

1 0001
- 6 = 0110

15 1111
+ +

2 0010

= 17 +10001
Lorsqu’il existe une retenue pour la derniére
addition, elle donne le méme bit du résultat.

B) La soustraction:

La soustraction de deux nombres n’est autre
que ’addition du premier avec le complément
a deux du second.

Exemple:
8 — 4 =4 8 =

S
O
—t O
[ e
oo
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Le complément & 2 de 4 est1 100

1000
+
1100
= 101 0 0 Le résultat sur 4 bits est correct.

Représente le borrow, équivalent du carry
mais pour la soustraction.

Le complément a deux d’un nombre binaire
s’obtient en soustrayant le premier bit non nul
(en partant de la droite) de deux puis en com-
plémentant 4 1 les suivants (0 = letl = 0
la barre indique la complémentarité).

Exemples:
0101 =1011

1100=0100

La somme de deux nombres complémentai-
res donne zéro avec un borrow de 1.

Exemple:
0101
1011

=1,0000

Nous pourrions opérer de la méme fagon .«
pour effectuer des soustractions dans d’autres
bases. En base 10, le complément a 10 existe:

Exemple:
178 = 822;

178
+

822
= 1 000

borrow :
200 — 178 = 200 + 822 = 1022 = 22
borrow

8¢ complément
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Les tables de multiplications et divisions
binaires sont évidemment trés simples
puisqu’elles consistent a multiplier ou diviser
par 1, le nombre en question, ce qui ne pré-
sente pas grand intérét! c’est pourquoi, nous
ne vous les présentons pas dans cet article.

Opérations en base 16

A) L’addition:

Toute addition de deux ou plusieurs nombres
présentant un résultat supérieur ou égal a seize
provoque la mise en mémoire d’une retenue.’

Exemple:
sans retenue

10 0001 0000 -
+ +

3
= 13 = 0001 0011
hexadécimal binaire
avec retenue

18 + 0001 1000
+ +

F 0000 1111
=27 = 0010 0111
hexadécimal binaire

Nous présentons dans le tableau 2 les tables
d’addition en base seize jusqu’a la table des

F (page 8).

B) La soustraction:

Comme en base deux, nous ferons appel au
complément a 16 du nombre a soustraire.

Exemple:
$10 — $8 = $8
$8 = $F8  $10 + $8 = $1 08 _A| .~ résultat 8

Partie 4 : Notions essentielles

Le complément a seize d’un nombre hexadé-
cimal s’obtient en soustrayant le premier chif-
fre non nul (en partant de la droite) de $10
(c’est-a-dire la base), puis en soustrayant tous
les chiffres suivants de $F (c’est-a-dire 15 en
décimal).

Exemple:

$1F8 = $EO08O

$400 $CO0O0
$FFFF = $0001
Vérification: opérations hexadécimales

1F860

+
E080O

10000

400
cCo00

1000

FFFF
+

0001

= 10000

C) La multiplication et la division:

Comme vous pouvez vous en douter, il existe
des tables de multiplications et de divisions
en base seize. Elles ne sont pas inintéressan-
tes mais I’expérience montre que lorsque nous
avons besoin de multiplier ou diviser deux
nombres hexadécimaux, il est préférable de
traduire ces nombres en décimal, effectuer
I’opération désirée puis reconvertir ce résul-
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Tableau 2: Les seize premiéres tables d’addition en base 186

0 | O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |]A | B |C|D|E|F
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |A | B|C|D|E|F |10
2 |2 3 4 5 6 7 8 9 |A| B|C | D |E |F|10]|11
3 3 4 5 6 7 8 91 A| B | C|D | E | F | 10|11 | 12
4 | 4 5 6 7 8 9 | A | B D|E | F |10]11]12 13

8 8 9 | A B | C | D F |10 |11 |12 |13 {14 |15 |16 | 17
9 9| A|B|C|D|E|F |10|11 12|13 |14 15|16 17 | 18
A|A|B|C|D|E|F|10]|11 |12 |13 |14 |15 |16 17 |18 |19
B|B|C|D/|E|F |10]11 12|13 |14 15|16 |17 |18 |19 |1A
C|C D |E|F |10|11 12|13 |14 |15 16 |17 |18 |19 1A |IB
D/D|E | F | 10|11]|12 13| 14|15 16 17 | 18 | 19 | 1A | 1B | IC
E|E|F |10 |11 |12 |13 |14 |15 16|17 |18 |19 |1A | 1B |1C 1D
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tat en base seize. En effet, connaitre ses tables
de base seize demande énormément d’effort
et de mémoire. Les machines spécialisées le
font mieux que nous!

Exemple:
$FX$A =15x10= 150 = %96

Les bases deux, huit, seize et I'électronique

Les électroniciens utilisent principalement les
bases deux et seize pour écrire, vérifier leurs
équations ou montages électroniques. La par-
tie de I’électronique utilisant I’algébre binaire
se nomme : €lectronique digitale. Les signaux
de cette électronique ne peuvent prendre que
deux états significatifs. Il existe toutefois des
~ composants ayant un troisiéme état, dit haute
impédance; celui-ci n’est jamais pris en
compte dans les équations. Nous vous expli-
querons le rle du troisiéme état dans un arti-
cle ultérieur. Ainsi, connaissant les
caractéristiques des signaux électroniques
(deux états distincts), il était normal d’utili-
ser la base deux pour calculer, résoudre des
systemes d’équations... en électronique.

Lors de groupements de signaux de méme
nature (exemple un BUS de microproces-
seur... ) il n’est pas pratique d’utiliser la base
deux. En effet, certains de ces groupements
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peuvent atteindre plusieurs dizaines de bits
(les bits sont trés souvent assimilés aux
signaux eux-mémes). Vous pouvez alors ima-
giner aisément tous les problémes que I’élec-
tronicien rencontrerait s’il calculait sur 24, ...
32,...32, ... bits! Il a donc fallu trouver une
solution plus fonctionnelle, les ingénieurs ont
donc pensé a I’octal puis a ’hexadécimal. Les
bases huit ou seize sont trés liées, nous ’avons
vu et c’est ce qui fait la pratique de cette
méthode qui consiste a calculer en base huit
ou seize.

Nous conseillons a ceux qui voudraient quand
méme faire leurs calculs intégralement en base
seize soit, d’acheter une petite machine élec-
tronique qui calcule en hexadécimal (hexa) et
binaire (cette machine est souvent vendue
pour les programmeurs informaticiens; il
existe un modeéle chez ‘“‘Texas Instrument’’,
soit de se confectionner un tableau identique
au tableau 2 en mettant les résultats des dif-
férentes multiplications a la place de ceux qui
existent a I’heure actuelle et qui représentent
les résultats des différentes additions.

Ainsi s’achéve notre exposé sur la numéro-
tation. Il vous permettra de comprendre beau-
coup mieux l’article consacré a I’algebre de
Boole ou algébre logique ou encore algebre
binaire puisque les raisonnements formulés
dans cet algébre s’expriment en binaire.
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Notions d'algebre de Boole

Historique

Vers 1850, un anglais nommé George Boole
(1815-1864) travaille sur I’étude mathémati-
que et formelle des opérations de la pensée.
Citons pour étre concret un exemple de rai-
sonnement sur lequel Monsieur G.Boole
aurait pu travailler:

Exemple:

Siaet b sont les attributs de “ automobile et
“rouge ”, alors nous pouvons désigner par les
symboles a, b, a + b, les attributs dérivés

“automobile ” et “rouge ”, “automobile ” ou
“rouge ”.

But et définitions

Il s’agit essentiellement de traduire n’importe
quel raisonnement logique par une algébre
avant ses fonctions, ses variables, ses propres
régles de calcul. Ce ne fut pas tout de suite
que les chercheurs mesurérent toute I'impor-
tance d’un tel outil mathématique.

Depuis, nous ne pourrions aborder I’électro-
nique ou l'informatique sans étre initié a I’al-
gebre logique ou binaire qui porte également
le nom de son inventaire : I'algébre de Boole.

Une fonction Booléenne ou fonction logique
est, par définition vraie ou fausse. Nous pou-
vons donc définir deux états: 1’état vrai et

I’état faux. Pour des raisons de symbolisa-
tion, une convention associe:

a I’état vrai le symbole “1”

a Iétat faux le symbole “0 ™.

Evidemment, ce n’est 1a qu’une convention et
il s’est déja produit que des chercheurs tra-
vaillent avec les mémes symboles mais signi-
fiant I'inverse. C’est-a-dire:

“0” = Détat vrai

“1” —

I’état faux.

Il a donc fallu distinguer les deux conven-
tions. Ainsi, est appelée logique positive, la
convention liant le symbole “ I ”a une propo-
sition vraie, le symbole “ 0 ”a une proposition
fausse. Par contre, est appelée logique néga-
tive. La convention liant le symbole “1” &
une proposition fausse et le symbole “0” &

une proposition vraie.

Dans notre article, il sera toujours fait réfé-
rence a la convention collective positive sauf
dans le cas ou nous préciserons que nous
travaillons en logique négative.

Une proposition peut dépendre de plusieurs
conditions: elle peut donc avoir plusieurs
variables binaires qui la caractérisent. Les
conventions s’exercent également sur ces

8¢ complément
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variables qui, par définition, ne peuvent
prendre que deux états (vrai ou faux). L’alge-
bre de Boole est donc une algébre de fonc-
tions et de variables a deux états numériques :
“0” ou “1” traduisant les états logiques des
propositions Booléennes.

Comme vous pouvez vous en doutez, la base
numérique de calcul de I’algébre de Boole est
la base deux. Les deux seuls symboles de cette
base sont:

“0” : ZERO
“1” : UN
IlIs sont complémentaires c’est-a-dire qu’ils
vérifient la relation de complémentarité.
=M-—-1=1—1=0
=M-—-0=1

ou M représente le chiffre de valeur numéri-
que la plus grande dans la base considérée:
ici, M= 1.

La barre dessinée au-dessus des symboles
matérialise la complémentarité. Il ne faut pas
_confondre le complément & un illustré précé-
demment et le complément & deux utilisé

pour les soustractions binaires lors des opéra-
tions en informatique:

S| =i

Exemple de complément a un:
% 10011 = 9% 01100 9% 110100 = 9% 001011

Comme en algébre traditionnelle (c’est-a-dire
opérant sur des variables dont les valeurs
numériques sont comprises entre moins I'in-
fini et plus l'infini), nous représenterons sou-
vent les variables binaires sous forme de
caractéres minuscules.

Exemple :

Une fonction Booléenne ayant trois variables
pourra s*écrire :

S =f(a, b,c) oua, b, ¢ sont les variables
binaires.

Ainsi, nous pouvons déja noter les résultats
qu’entrainent les propriétés de la
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complémentarité :

a =1 — a calcul du complément
ata=1
axa=0
(@=a

conséquences :

Fonctions booléennes de base

a) La fonction non (en anglais inverter)

Pour illustrer cette fonction, nous prendrons
une proposition logique ne faisant intervenir
gu’une variable. Analysons donc cette
phrase: :

JE TRAV/?ILLERAI SIJE NE SUIS PAS
EN VQCANCES §))

L’action de travailler sera considérée comme
un état positif (1), celle de ne pas travailler
comme un état négatif (0).

Le fait d’étre en vacances sera pris comme un
état positif (1) et celui de n’étre pas en
vacances comme un état négatif (0).
Récapitulation: en logique positive
travailler - 1, vrai

ne pas travailler : 0, faux

étre en vacances o1, vrai
ne pas €tre en vacances 0, faux

Nous pouvons résumer la proposition (1)
sous la forme d’un tableau ou serait envisagé
chaque cas rendu possible par la logique de la

proposition:
a T
ler cas 0 |
2eme cag 1 0

Sia=0alorsr =1 et inversement sia =1
alors r = 0. Nous appellerons cette fonction:
la fonction NON ou la fonction PAS ou
encore les anglais la nomme INVERTER
(inverse).

Vous pouvez remarquer que le résultat (r) de
cette fonction n’est autre que le complément
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de la variable d’entrée (a)

r = a

b) La fonction ET (en anglais AND)

Avec cette fonction, nous pouvons traiter
directement une proposition a plusieurs
variables. Nous citerons comme exemple
d’application une proposition a deux
variables :

JE PARTIRAI ?N VACANCES SI J’AI
UN CONGE ACCEPTE ET S’IL FAIT
BEAU : o

Traduisons cette phrase en logique positive :

partir en vacances
ne pas partir en vacances

avoir un congé accepté
ne pas avoir un congé accepté

faire beau
ne pas faire beau

O = D e O

Remplissons le tableau de vérité illustrant
tous les cas de cette phrase. Ce tableau com-
porte 4 lignes car il y a 4 combinaisons diffé-
rentes des variables a et b : il s’agit du résultat
du calcul du nombre de combinaisons de
2= 4

a b r signification en

algebre binaire
16T cas 0 0 0 0x0=0
2°me cas 0o 1 0 0x1=0
3eme cas 1 0 O I1x0=0
4¢me cas I 1 1 Ilx1=1

I1 est trés clair, en regardant ce tableau de
vérité de la fonction ET a deux variables, que
celle-ci peut aussi étre appelée fonction pro-
duit car le résultat (r) n’est autre que le pro-
duit des deux variables a et b.

r=axb

Cette remarque peut également s’appliquer
pour une proposition ayant plus de deux
variables. L’important est donc de retenir que
la fonction ET (AND en anglais) est la fonc-
tion produit.

f(a,b,....n) axbx...xn
a.b. ... n

113 93

Le signe “ x ” est souvent remplacé par un
qui posséde la méme signification.

I1 est intéressant de noter que le résultat est
égal a 1 lorsque toutes les variables de la
fonction le sont aussi.

c¢) La fonction NON et (NAND)

Les chercheurs se sont demandés s’il n’était
pas possible de combiner les deux fonctions
NON et ET. Ceci a abouti & la fonction
NONET dont le résultat est le complément
du résultat d’une fonction ET.

Voici un exemple déduit des deux précé-
dentes propositions étudiées :

JE TRAVAILLERAI SI JE N°AI PAS DE

CONGE ACCEPTE ET S’IL NE FAIT PAS
b

BEAU

travailler
ne pas travailler

avoir un congé accepté
ne pas avoir un congé accepté

faire beau
ne pas faire beau

O = O = O e

Tableau de vérité

a b r

0 0 1 00 =1
0 1 1 0.1=1
1 0 1 1.0=1
1 1 0 1.1=0

r=a.b=a+b
Nous pouvons formuler la méme remarque
que pour la fonction ET, & savoir qu’il peut y
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avoir autant de variables a la proposition que
nous désirons: la fonction sera alors

fab,..,n)=a.b..... n

Remarque: dans le tableau de vérité, il
n’existe qu’un seul cas ou'la personne ne tra-
vaille pas. Si nous raisonnons sur les états, la
fonction n’est égale a 0 que lorsque toutes les
variables sont a 1’état 1.

d) La fonction OU (en anglais OR)

En francais, la conjonction de coordination
“OU ” peut avoir deux sens: il existe donc:

— le OU inclusif : quelque chose ou quelque
chose d’autre ou les deux a la fois.

— le OU exclusif : quelque chose ou quelque
chose d’autre mais a I'exclusion des deux
choses a la fois.

Pour déterminer le sens réel du OU, le
contexte de la proposition est trés important.
En électronique, le OU inclusif est sans
conteste le plus utilisé : nous pouvons le trou-
ver également sous la dénomination OU logi-
que. Cest donc ce dernier que nous
étudierons en premier.

Exemple d’application:
JE REGARDERAI LA TELEVISION S’IL
3
PLEUT OU SI L’EMISSION EST
a

b
INTERESSANTE

L’exemple traité représente une fonction a
deux variables mais il est évident qu’elle
pourrait en comporter plus.

Si nous traduisons en logique:

regarder la télévision

ne pas regarder la télévision

il pleut

il ne pleut pas

I’émission est intéressante
I’émission n’est pas intéressante

O e D e O e

Tableau de vérité

a b r représentation logique
0 0 O 0+0=0
0 1 1 0+1=1
1 0 1 1+0=1
1 1 1 1+ 1=1

Nous pouvons d’ores et déja constater que les
trois premiéres combinaisons donnent le
résultat de l’addition algébrique des deux
variables. C’est le quatriéme cas qui caracté-
rise 'opération du OU logique.

Pour que la proposition soit fausse, il n’existe
qu’un seul cas: celui ou les deux variables
sont simultanément fausses.

La fonction QU s’écrit donc ainsi:
f(a,b,...,n)=a+b+...+n

Attention : le signe “ + ” est une addition logi-
que (OU inclusif).

e) La fonction NON ou (NOR)

Comme pour la fonction NAND, le résultat
de cette fonction n’est autre que le complé-
ment du résultat de la fonction OR.

Exemple :
JIRAI ME PROl\r/IENER SI JE NE

REGARDE PASfLA TELEVISION

Cela revient a dire:

JIRAI ME PROMENER S’IL NE PLEUT
PAS OU SI L’ErMISSION N’EST PAS
Il\?TERESSANTE b

aller se promener

ne pas aller se promener

il pleut

il ne pleut pas

I’émission est intéressante
P’émission n’est pas intéressante

O et D DD e
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—_— -k

_— = © O
OO D =

a
0
0
1
1 1
Conclusion : nous constatons que
r=f=a+b=a.b

Si nous étendons les formules au cas général.
La fonction NOR peut s’écrire aussi comme
ceci:

fa,b,...,n)=a+b+...+n

f) La fonction QU exclusif (exclusive - OR)
I est tres intéressant de connaitre cette fonc-

tion car elle définit I'addition du point de vue
algébrique dans l'algébre logique.

Exemple d’application:

LE ROBOT TOURNERA SI NOUS LUI
DEMANDONS D’ALLER A DROITE
OU SI NOUS LUI DEMANDONS D’AL-
LER A GAUCHE

tourner o1

ne pas tourner : 0

aller a droite 01

ne pas aller a droite : 0

aller a gauche |

ne pas aller a gauche : 0

Tableau de vérité
a b r représentation logique
0 0 0 0 @ 0=0
0 1 1 0 @ 1=1
I 0 1 1 @ 0=1
1 1 0 1 @ 1=0

r=a @ b=ab+ ab
Si nous demandons au robot d’aller & droite

et & gauche en méme temps, il ira tout droit (il
ne tournera pas). C’est ce qu’exprime la fonc-
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tion OU exclusif. Remarquons que cette
fonction répond aux exigences de I'addition
algébrique. Le OU exclusif se symbolise par
un signe plus “+ ” entouré “ + ”. Pour une
fonction f de n variables, cela s’écrit comme
suit:

f(a,b,....,0)0=a @b D ... Pn

g) La fonction NON OU exclusif
(exclusive NOR)

Nous pouvons donner tout de suite la
formule:

r=f(ab)=a @ b=ab+ab

Tableau de vérité

a b f r

0 0 0 1 0D o=1
0 1 1 0 0D 1=0
1 0 1 0 1 @ 0=0
1 1 0 1 1 @ 1=1

En généralisant nous avons la formule:
f(a,b,....n)=a @b P ... ®n
Ainsi s’achéve la présentation des fonction
Booléennes de base. Il faut dire pour com-
pléter cet exposé que les fonctions NON, ET,

OU peuvent étre désignées quelquefois par
les noms suivants:

NON : fonction complémentation
ET : fonction d’intersection
ou : fonction de réunion.

Ces désignations ne vous sont peut-€tre pas
étrangéres: on s’accorde a dire que’ Mon-
sieur G. Boole serait I'un des péres de I'algé-
bre moderne dont la théorie s’appuie
directement sur la théorie dite des ensembles
qui ¢étudie “les rapports de toute sorte pou-
vant exister entre toutes les choses
possibles ”.
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Reégles de calcul et théorémes

Avant de commenter les différentes régles de
l’algébre de Boole, nous allons récapituler
sous forme d’un tableau de vérité toutes les
fonctions de base.

Tableau 1 : Récapitulation des fonctions de base

ababababatbatba®dbadb
0011 0 1 0 1 0 1
0110 0 1 1 0 1 0
1001 0 1 1 0 1 0
1100 1 0 1 0 0 1

A l'aide de ce tableau, il sera ainsi facile de
vérifier les propriétés que nous allons mainte-
nant passer en revue. :

a) Commutativité

Les additions et la multiplication sont
commutatives

a + b =b + a
a @b =b D a
a.b = b.a

b) Associativité

Les additions et la multiplication sont
associatives

atb+c=a+b+tc)=((@@+b)+c
a @b PDc=a®®BDc)=

(a ® b) D c
a.b.c=a.(b.c)=(a.b).c

. La multiplication est distributive par rapport
a l'addition

a.(b+c)=a.bt+a.c

En algébre de Boole, I’addition est distribu-
tive par rapport a la multiplication. Ce qui
n’est pas le cas en algébre classique.

at+(®c)=@+b).(@@+h

Partie 4 : Notions essentielles

Vérification

() (a+b).(a+c) =aat+ac+batbec
nous savons que a.a = a

(1) atac+tbatbec =a.(ltctb)+b.c
nous savons que I +¢ = letl +b = 1
donc(a+b).(a+c) = a+bc

¢) L’algébre de Boole observe les propriétés
suivantes

Fonctions ou Oou
exclusif
Opérations at+0=a a @ 0=a
atl=1 a @ l=12a
ata=a a @ a=0
ata=1 a ® a=1
Fonctions ET NON
Opérations a.0=0 _
a.l=a 0=1
a.a=a 1=0
a.a=0 a=a

d)Théorémes de Morgan

Les théorémes de Morgan permettent, a par-
tir d’une écriture algébrique (constituée de
fonctions ET, OU, NON), d’obtenir I’écriture
de la fonction complémentaire, A, B étant des
fonctions Booléennes de une ou plusieurs
variables, l'on a;

+

A

>
o
Il
| @

+

> =
ol
> >l >l

En observant les relations issues du théoreme
de Morgan, nous constatons que, apres
transformation, les OU deviennent des ET et
réciproquement. De méme, les fonctions
deviennent, aprés transformations, des fonc-
tions complémentées.

e) Equations caractéristiques

En regardant le tableau 1, nous pouvons
vérifier que la fonction OU exclusif peut
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s’écrire a 'aide des fonctions OU et ET.
a + b=@bat+tb)=ab+ab

Quelques identités remarquables:

(@2+b(a+b) =ab+ab=a @ b
(a+b)(@+b) = aa + ab + ba + bb
=ab+ab+b
=b(a+a+b)
= b (a+ b)
=b.1=b
(a+b)@a+b) = a
(a+ b)(a+ b) =(a.b)+(a.b)

(a + b) (a + b) aatabt+ba+bb

§+a_1.b+a._b+0

=ata(b+b)
=a=a(l)
=a+a=a
(a+Db)(a+b) =b
(a+b)a+b) = (a+b)=a+b=ab

f) Remarque

Vous avez du remarquer que la transitivité
n’était pas applicable & un ensemble de pro-
positions logiques.

a+b = a + ¢ n’entraine pas b = ¢
ab = ac n’entraine pas b = ¢

Cela s’explique par le fait qu’en algebre de
Boole les notions de soustraction et division
n’existent pas.

Liens entre |'algébre de Boole
et I’électronique

L’algébre logique est directement utilisable
en électronique digitale car ses fonctions
binaires de base font directement référence a
des fonctions élémentaires de 1électronique
binaire. Par exemple, il existe des compo-
sants électroniques qui assurent les fonctions
OU, ET, NON, OU exclusif. Ces composants

Partie 4 : Notions essentielles

peuvent remplacer les opérations binaires
d’une fonction.

Exemples de transformations d’¢quations
binaires en schémas électroniques (Tableau 1).

r—=a+b =>

o o
o
+
o
i
-

—_— - - a.b
r=—=ab=a+b b_(
a - -
atb=r
b
a
- - a+b=r
r=a+b=a.b b
2
=0 a.b=r
L

a
a@®b=rv
e @ )D_-
b

Tableau 1: Symboles des différentes portes
logiques de base (Normes américaines).
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Vous pouvez remarquer, a la vue de ces
exemples, que le symbole “O” indique la
complémentation.

Le tableau 2 représente les fonctions Boo-
léennes de base dans les deux modes de repré-
sentation normalisée existants a I’heure
actuelle en électronique.

Tableau 2 : Représentation symbolique des opéra-
teurs logiques binaires

Normes Normes

Portes . L
européennes américaines

ET
(AND) & — D
ou
(OR) >1 —
NON

(NO) - 1 O | e

ET
(ET NON
ou & O

NAND)

Y

ou
(OU NON -
ou >1 O—
NOR)

¥

ou
exclusif
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Quelques exemples de transposition €lectro-
nique de fonction Booléennes:

a)f=a @ b=ab+ab

ol

fL>_ib_+i

L_|>o__5

' &
b 3o

b)f = (a + f) ¢ (fonction d’auto-
alimentation)

Lorsque a = |,f devient vraie et entretient cet
état grace a la fonction OU (quel que soit
Iétat de a). Quand ¢ = 1, le signal c fixe a
I’état 0 (faux) la sortie de la porte ET; a cet
instant, f = 0 donc il n’y a plus d’auto-
alimentation.

f=@+b)y(b+a+c)+bc+d

Vous voyez donc qu’il est trés simple d’établir
des schémas électroniques a partir de fonc-
tions Booléennes. Le probleme est donc
d’établir I'équation répondant aux exigences
de votre application. Pour cela, il existe des
méthodes et plus particuliérement une
méthode dite de Karnaugh que nous expose-
rons dans un autre article.

Quelques cas particuliers

Comment fabriquer une fonction inverse
lorsque nous n’avons pas de circuit inverseur
disponible?
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Iere solution avec une porte NAND (NON
ET)

a|
Il
LY
o)
Il
i

2¢me solution avec une porte NOR (NON
ou)

a=a

Sy

Comment fabriquer la fonction identité (f (a)
= a) lorsque nous n’avons pas de circuit assu-
rant cette fonction?

lére solution a base de NON ET

a E & ): F E & ): a
2éme solution 4 base de ET
a I ‘ & ) a

3eéme solution a base de NON OU

Partie 4 : Notions essentielles

4éme solution a base de QU

a E-D a

Remarque : Il nous faut quelquefois intro-
duire un certain retard a un signal donné.
Bien sur, il existe des lignes a retard, mais,
lorsque ce retard doit étre de quelques
dizaines de nano-secondes, il est parfois plus
facile de mettre en série plusieurs portes afin
que les temps de commutation de chaque
porte s’ajoutent pour donner un retard au
signal. Le calcul du retard est donc:

Tr=nxTc
n : nombre de porte en série
Tr : temps de retard

Tc : temps de commutation d’une portes ce
temps est une donnée constructeur.
Atiention : il existe souvent des diffé-
rences de temps entre une commutation
de I’état bas a I’état haut et la commuta-
tion inverse.

Ainsi s’achéve cette présentation succinte de
l'algebre de Boole. Celui qui déserait en
connaitre davantage sur ce sujet passionnant
est invité a se reporter a des livres de mathé-
matiques supérieures dans lesquels il pourra
trouver une présentation avec toute la
rigueur voulue de cette algébre sans laquelle
Pordinateur n’aurait peut-étre jamais vu le
jour!

8¢ complément
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Les courbes droites

La fonction quelconque

Il s’agit de la premicre fonction que nous étu-
dierons. Celle-ci fait correspondre un résultat a
une donnée sans qu’il soit possible de lier ces
derniers par une formule. Nous pouvons pren-
dre comme exemple la fonction dont les résul-
tats sont exprimés figure 1.

| (T | I | I |
WO WO

f1(5)

Fig. 1 : Résultats de la fonction quelconqgue f1.

Comme la fonction f1 est quelconque, il nous
est tres difficile de I’étudier en détail. Nous pou-
vons seulement la représenter graphiquement
pour éventuellement la comparer avec une autre
fonction.

La fonction f1 est dessinée en figure 2.

Si nous voulons faire une étude plus appronfon-
die, il faudra procéder par morceaux. En effet,
nous pouvons retrouver des courbes caractéris-
tiques pour un interval précis de valeurs d’abs-
cisses (axe horizontal (x)).

Par exemple, les morceaux de courbe AB, BC,
CD, DE de la fonction f1 peuvent étre éudiés

séparément. Le segment AB représentera 1’étude
a faire sur le domaine d’étude de la fonction f1
pour les valeurs d’abscisses variantde 0 a 1, le
segment BC pour les valeurs d’abscisses variant
de 1a2, etc...

Pour n’importe quelle courbe, il est toujours pos-
sible de se rapprocher d’une courbe connue sur
un domaine de valeurs d’abscisses restreint. On
définit ainsi un domaine d’étude de la fonction.
Le domaine de définition est ’ensemble des abs-
cisses pour lesquelles il existe un résultat a la
fonction,

Fig. 2 : Représentation de la fonction {1 dans un
repere catésien orthonome.

10° complément
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Courbes droites

Derrieére ce titre qui peut sembler paradoxal
(mais une droite n’est qu'une courbe particuli¢re)
se cache 1’étude des courbes dont les fonctions
peuvent étre définies par I’équation générale y=
ax + b ; aetb étant des constantes et X pouvant
varier de la maniére que vous voulez. En mathé-
matiques, on définit le domaine de définition de
cette fonction comme s’étendant de moins !'infini
a plus l'infini ; ce qui s’écrit ainsi :
Df=]—o; + ]

On peut également dire que ’ensemble de défi-
nition est, dans ce cas, I’ensemble des réels noté
R ; la figure 3 rappelle ce qu’est I'ensemble R
sur un axe (1 dimension).

L’ensemble R est I’ensemble de tous les réels
(entiers, rationnels, irrationnels) compris entre
moins I'infini et plus l'infini ; c’est 'ensemble
de tous les chiffres qui existent.

x pouvant prendre n’importe quelle valeur, il est
intéressant d’étudier la fonction y = ax + b par
rapport aux valeurs fixes a et b.

Premier cas : a et b sont positifs

C’est-a-dire que a et b sont supérieurs a2 0 ; ce
qui se note sous une forme symbolique :

a>0etb >0

Partie 4 : Notions essentielles

Pour nous prouver que nous avons bien a faire
a Péquation d’une droite, calculons quelques
points et représentons graphiquement un segment
(morceau) de la fonction :

f2(x) = y2 = ax + b avec a et b positifs
f0) = b f(—1) =b—a
f(1) =a+b f(—2) = b — 2a
f2) =2a=2>» f(—3) = b —3a
f3) =3a + b

A chaque valeur nouvelle de a ou de b corres-
pond unne nouvelle droite que nous pouvons
construire.

Nous allons donc tracer quelques unes de ces
droites afin de bien sentir le comportement de
1’équation en fonction des variations de a et de'b.

Appelons notre fonction : fa(x) = ax + b ;

ainsi,

sia = 1etb = 0, nous écrirons notre fonction
fio(x) =1 xx +0 =x

sia = 2 etb = 3, nous écrirons notre fonction
f23(x) = 2x + 3

Le tableau 1 regroupe les variations, en fonction
de x, de différentes fonctions : fab = ax + b.
Si nous tragons la plupart de ces fonctions dans
un repére orthonormé, comme nous le montre
la figure 5, nous pouvons remarquer plusieurs
points :

55 45 35 25 -15 05
P R T TN O WO S T W

4

0,5
1

15 25 35

Rl i i1 1. H | O | ]

A

Ao 6 5 4 3 2 A

0

1 2 3 4 5 6

Fig.3 : Lensemble des réels.
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Tableau 1 : Sous-famille de courbes d’équation générale y = ax + baveca > Oetb > 0.

foo(x) | f10(x) | fo1(x) | F110¢) | f210¢) | f22(x) | 310¢) | f320¢) | f330¢) | f230x¢) | f41(x) | f42(x)
—3 0 —3 1 —2 -5 —4 —8 —7 —8 -3  —1t | —10
—2 0 —2 1 —1 —3 —2 —5 il —3 —1 —7 1| — 6
—1 0 —1 1 0 —1 0 —2 —1 0 1 — 3| — 2
0 0 0 1 1 1 2 1 2 3 3 1 2
1 ] 1 1 2 3 4 4 5 6 5 5 6
2 0 2 1 3 5 6 7 8 7 7 9 10
3 0 3 1 4 7 8 10 11 i2 9 13 14
Y;
b=2a
(41)
¥ L] 1 ] ) x
1 23 4
Quadrant 2 Quadrant 1

Fig. 4 : Représentationdey = ax + bpouraetb

positifs avec b deux fois plus grand que a. B X
/.
Quadrant 3 , Quadrant 4
Fig. 5 : Représentation d’'un groupe de fonctions
d’équation générale fab(}) = y = ax + b = fab(X)
aveca > Oetb < 0.

I0¢ complément
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a) toutes les droites suivent la méme pente ; elles
montent toutes de gauche a droite (quelle que soit
la valeur de x). N’oublions pas que nos courb-
bes font partie de la méme famille de courbes
d’équation y = ax + b mais avec la seule res-
triction que a et b soient positifs,

b) aucune de ces courbes n’est dessinée dans le
quadrant n° 4,

¢) la valeur “b” indique le point (situé sur I'axe
des ordonnées) pour lequel la courbe coupe cet
axe. Par voie de conséquence, les courbes ayant
un méme “b” coupent toutes ’axe des ordonnées
(axe vertical) au méme endroit,

d) nous pouvons vérifier que I’axe des abscisses
est coupé par les courbes au point —b/a qui
représente la solution de I’équation ax + b = 0,

e) les courbes ayant un méme “@” sont paralle-
les les unes par rapport aux autres ; nous dirons
qu’elles possedent la méme pente ;

f) nous avons tracé les courbes pour un domaine
d’étude commun allantde x = —3ax = + 3
(De =[—3; + 3] ; les crochets fermés signi-
fient que les valeurs limites —3 et +3 sont inclu-
ses dans le domaine d’étude.

Si nous continuions a calculer les différentes
valeurs que prendraient les fonctions pour des

Partie 4 : Notions essentielles

Deuxiéme cas : a positif et b négatif a > 0 et
b < 0

Nous allons procéder de la méme fagon que pour
le cas précédent et regrouper dans un tableau
(Tableau 2) les variations, en fonction de x d'une
sous-famille de courbes d’équationy = ax + b
aveca > Qetb < 0.

Nous garderons, pour les fonctions, notre style
de notation : (fas(x) = ax + b).

Exemple : fi2(x) =x—2 fo-1(x) =2x— 1

Nous conserverons le méme domaine d’étude
[—3 ; +3] de facon a faciliter les différentes
comparaisons entre les sous-familles de courbes.

Comme dans le cas précédent, nous tracerons
cette nouvelle sous-famille de courbes d’équa-
tion générale y = ax + b avec a positif et b néga-
tif (Fig. 6).

~Mis a part le petit b, nous pourrons faire les

mémes remarques que pour le cas précédent. En
effet, il ne s’agit plus du quadrant n° 4 qui ne
sera pas utilisé mais du quadrant n° 2.

I1 faudra cependant noter que les valeurs d’abs-
cisses, pour lesquelles les courbes coupent 1'axe
des abscisses, sont positives car notre b consi-
déré est négatif.

abscisses (x) plus petits que —3 ou alors plus Exemple :
grand que +3, nous constaterions que les points xc = —bla;sib=—1x21=— (=D /2
s’alignent avec ceux déja tracés précédemment. a =2 = 1/2
f1—100 | fo—1(x) | f2—209) | f3—1(x) | f3—20¢) | f3—3(x) | fa—3(x} | fa—1(x) | fa—2(x}) | f4—3(x)
—3 —4 —7 —8 —10 | —11 | —12 —9 —13 | —14 | —15
—2 —3 —5 —6 —7 | —8 | —09 -7 —9 | —10 | —M1
—1 —2 —3 —4 —4 | —5 | —6 —5 —5 | —6 | —7
0 —1 —1 —2 —1 | —2 | —3 -3 —1 | —2 | —3
1 0 1 0 2 1 0 1 3 2 1
2 1 3 2 5 4 3 1 7 6 5
3 2 5 4 8 7 6 3 11 10 9-
Tableau 2 : Sous-famille de courbes d’équation généraley = ax + baveca > 0etb < 0.
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(x)
f 21

Fig. 6

Troisieme cas : a négatif et b positif a < 0 et
b>0

Comme précédemment, nous dresserons un
tableau représentant les variations, en fonction
de x, d’'une sous-famille de courbes d’équation
y = ax + b avec a négatif et b positif (a < 0
etb > 0).

Le domaine d’étude sera toujours le méme :
De =[-=-3; +3]

Fig. 7 : Représentation d'un groupe de fonctions
d’équation généraley = ax + baveca < Oetb > 0.
La figure 7 illustre la sous-famille de courbes
correspondant a I’équation généraley = ax + b
aveca < Oetb > 0.

Nous pouvons constater quelques points
intéressants :

a) toutes les droites suivent la méme pente ; elles
descendent toutes de la gauche vers la droite,

b) aucune des droites n’est dessinée dans le qua-
drant n° 3,

f—11(x) | f—21(x) | f—220g | *—310¢) | f—820¢) | f—33(%) | f—23(x) | F—41(x) | f—a2(x) | f—a3(%)

—3 4 7 8 10 11 12 9 13 14 15
—2 3 5 6 7 8 9 7 9 10 11
—1 2 3 4 4 5 6 5 5 6 7

0 1 1 2 1 2 3 3 1 2 3

1 0 —1 0 — 2 — 1 0 —1 — 3 — 2 — 1

2 —1 —3 —2 — 5 — 4 — 3 —1 — 7 — B — 5

3 —2 —5 —4 — 8 — 7 — 8 —3 —11 —10 — 9

Tableau 3 : Sous-famille de courbes d’équation généraley = ax + baveca < Oetb > 0.

10¢ complément
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¢) la valeur “b” (ici, positive) indique le point
de concours de la courbe avec l'axe des
ordonnées,

d) la valeur de 'abscisse du point de concours
de la courbe avec I'axe des abscisses (axe hori-
zontal) est toujours positif car la formule de cal-
cul de ce point est : —b/a (rappelons que dans
notre troisiéme cas, nous avons fixé a toujours
négatif),

66,99

e) les courbes ayant le méme ‘“‘a” sont paralle-
les les unes par rapport aux autres.

Quatriéme et dernier cas : a négatif et b négatif
a<0etb <0

Dans le tableau 4, nous établissons les variations,
en fonction de x, d’une sous-famille de courbes
d’équationy = ax + b avec “a” et “‘b”’ négatifs
(a<0etb < 0).

Nous conservons le méme domaine d’étude que
pour les cas précédents : De = [ —3 ; +3 |.

Si nous examinons le graphe de cette sous-famille
(Fig. 8), nous pouvons formuler les mémes
remarques que pour le troisieéme cas (a < 0 et
b > 0). Seuls les petits b et d ne sont plus
valables.

En effet :

Cette fois-ci aucune droiie n’est dessinée dans
le quadrant n° 1,

Partie 4 : Notions essentielles

la valeur —b/a est ici toujours négative puisque,
pour notre quatrieme cas, “a” et “b” sont tous
les deux négatifs.

Remarques

Si nous examinons les quatre graphiques repré-
sentant les quatre grandes familles de courbes
droites, nous pouvons les comparer et préciser
quelques points sur lesquels les mathématiciens
ont travaillé.

\\\ \\
W
B\ .
3 -2 .-1¥ 12 4

Fig. 8 : Représentation d’'un graphe de fonctions
d'équation généraley = ax + baveca < Oetb < .

f1—1(x) | f—2—1(¢) | f—2—2(x) | f—3—1(x) | f—3—2(x) | f—3—3(x) | f—2—3(x) | f—4—1(x) |
—3 2 5 4 8 7 6 3 11
—2 1 3 2 5 4 3 1 7
—1 0 1 0 2 1 0 —1 3
0 —1 —1 —2 — 1 — 2 — 3 —3 — 1
1 —2 —3 —4 — 4 — 5 — 6 —5 — 5
2 —3 —5 —6 — 7 — 8 — 9 —7 — 9
3 —4 —7 —8 —10 —11 —12 —9 —13

Tableau 4 : Sous-famille de courbes d’équation généraley = ax + baveca < O0etb < 0.
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Premiére remarque

Toutes ces courbes sont droites et tracables
jusqu’a I'infini. Elles ne comportent pas de trous
ou de domaines sur lesquels leur équation repré-
sentative n’est pas définie. Nous pouvons donc
les tracer d’un seul trait c’est-a-dire sans lever
sa plume (son crayon). »

Les mathématiciens ont coutume de nommer
cette caractéristique : LA CONTINUITE. Nous
pouvons donc dire que ces droites, prises une
a une, sont continues. Il est important de le sou-
ligner car il existe des fonctions donnant des
courbes non continues donc non tracables d’un
seul trait ; dans ce cas, il est nécessaire de s’y
prendre en plusieurs fois pour tracer 'ensemble
de la courbe. Les figures 9 et 10 exposent le cas
d’une courbe continue et celui d’une courbe non
continue.

1l est possible d’aborder la continuité uniquement
d’un point de vue mathématique. Mais, I'impor-
tant aujourd’hui pour nous est de savoir ce que
cela représente graphiquement et physiquement
sur des fonctions a deux dimensions.

Fig. 9 : Courbe continue sur le domaine d’étude
[a;b].

Partie 4 : Notions essentielles

Donc, toute courbe tracable en une seule fois est
une courbe continue sur le domaine de tracé
(domaine d’étude) qui a été défini.

I convient évidemment de bien s’assurer qu’il
n'y a pas de points dans ce domaine pour les-
quels la fonction ne serait pas définie (équation
incalculable : division par 0...). Mais, dans ce
cas, la fonction ne serait pas tragable en une seule
fois !

En mathématiques, on traduit cette caractéristi-
que par le fait que, pour tout abscisse (xo), on
peut trouver le résultat de la limite suivante :

lim f(x) = f(xo0)
X ™ Xo
ce qui se traduit par : la limite de la fonction,

quand x tend vers une valeur donnée xo,est la
valeur de f(xo).

Pour ceux qui voudraient étre encore plus rigou-
reux, nous pouvons définir la continuité d’une
fonction par le raisonnement suivant :

une fonction f(x) est continue en xo, si pour une
valeur donnée “¢” (si petite soit-elle), on peut

Y4

Fig. 10 : Courbe non continue sur le domaine
d’étude [a;b].

10° complément
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trouver une valeur “§” telle que l'on ait :

1f(x) — f(x0)l < e pour tout 1 x — %01 < &

Deuxiéme remarque : le coefficient directeur

Nous avons pu remarquer que les courbes avaient
une pente différente suivant que le “a” était posi-
tif ou négatif. De ce fait, les théoriciens ont bap-
tisé ce paramétre “a’, le COEFFICIENT
DIRECTEUR de la droite considérée. Il est vrai
qu’il contribue a définir la direction que va pren-

dre la droite.

Un coefficient directeur positif donnera une
droite montant de la gauche vers la droite (Fig. 5
et 6).

Un coefficient directeur négatif donnera une
droite descendant de gauche a droite (Fig. 7 et
8).

Toutes les courbes ayant un méme coefficient
directeur sont paralléles les unes aux autres.

Les droites ayant des coefficients directeurs
opposés sont perpendiculaires.

Partie 4 : Notions essentielles

Nous pouvons calculer, mesurer le coefficient
directeur de n’importe quelle droite. En effet, il
représente la pente de la droite et, en fait, nous
pouvons dire que la droite progresse de “a” unité
en ordonnée pour chaque unité située en abs-
cisse. La figure 11 montre la progression d’une

courbe par rapport a son coefficient directeur.

Il est tres facile de déterminer le coefficient direc-
teur d’une droite dont on ne connait pas I’équa-
tion. Il faut pour cela prendre un intervalle sur
I’axe des abscisses que 1'on notera Ax. Puis, il
faut prendre I'image de cet intervalle sur 'axe
des ordonnées ; celui-ci sera appelé Ay (voir
Fig. 12). Ensuite, nous effectuons la division de
la valeur de Ay (en unité du repere) par la valeur
de Ax (toujours en unité de repere). Ainsi, nous
obtenons le coefficient directeur de la droite
considérée.

Troisiéme remarque : la tangente
et la dérivée

La tangente a une droite est la droite elle méme.

y‘\

5a +
4a
3a A
2a A
]
1a 1 1
1
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Fig. 11 : Progression d’une droite en fonction de son
coefficient directeur.

Fig. 12 : Calcul du coefficient directeur de fa
droite C1.
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En effet, en tout point d’une droite d’équation
y = ax + b, la tangente a cette droite en un point
se confond avec la droite.

L’équation de la tangente est donc la méme que
la droite considérée : yit =aix + bt=ax + b

Nous allons tenter d’expliquer ce phénomene.
Mais, avant toute chose, il nous est nécessaire
d’introduire la notion de dérivée.

Voila, le maitre mot est l1aché, la dérivée d’une
droite est...

Laissons aux mathématiciens leur langage et
essayons de comprendre le phénomene qu’ils ont
voulu analyser sous cette appellation.
Lorsque nous nous trouvons face a une courbe,
il est intéressant de connaitre la croissance de
la fonction qu’elle représente. Pour une droite,
ceci est réalisé par le calcul d’une constante que
nous avons déja rencontrée ci-dessus : le coef-
ficient directeur. En effet, la croissance d’une
droite est constante car le rapport Ay sur Ax est
une valeur calculable et constante. Ainsi, la déri-
vée d’une droite est une constante. Pour d’autres
types de courbes continues, I’accroissement peut
étre une fonction.

La dérivée d’une fonction f(x) est souvent notée :
f(x) ou y’ ou encore dy/dx.

Nous avons vu que la dérivée d’une droite est
“a” (“a” étant le coefficient directeur). Nous
connaissons donc, par la méme occasion, la
valeur du coefficient directeur “‘a:” de I’équation
de la tangente a notre droite.

Comme “ae” est égal a ““a”, nous pouvons d’ores
et déja vérifier que la droite et la tangente sont
paralleles !

Maintenant, il nous faut déterminer le coefficient
“bt” de I’équation de notre tangente. Pour ce
faire, nous allons prendre une valeur d’abscisse
“xo” et calculer f(xo).

f(Xo) =axXo+ b

Pariie 4 : Notions essentielles

Pour qu’au point x, il soit possible de tracer la
tangente, il faut que I’équation de la tangente pour
Xo donne, comme résultat, la valeur de f(xo).
En fait, il faut que la tangente et la courbe soient
confondues au point Xo.

f(xo) = aXo + b = (Xo) = at Xo + bt
comme at = a
aX + b =ax0 + bt
cela implique :
b = bt

Nous avons donc 1’équation de la tangente en
Xo .

fx) =ax +b = {x
caraa=aetbit=D>b

Nous voyons clairement que, dans notre recher-
che de I'équation de la tangente a la droite au
point Xo, nous n'avons fixé aucune restriction
sur la valeur Xo.

Ainsi, nous pouvons affirmer que pour tout x
= Xo, la tangente en Xo est confondue avec la
droite elle-mé&me puisque tangente et droite ont
la méme équation.

Précisons tout de suite que nous nous trouvons
ici dans un cas particulier bien précis qui est
I’étude de la tangente a une courbe droite. Cette
étude peut paraitre simpliste a certains ; mais,
elle a pour but de simplifier au maximum I’intro-
duction de la notion de dérivée dans un contexte
de courbes droites tout en étant rigoureuse au
niveau du raisonnement.

Nous utiliserons exactement le méme raisonne-
ment pour introduire les dérivées des fonctions
continues en général.

Disons, pour satisfaire les curieux, que la valeur
de la dérivée d’une fonction continue au point
d’abscisse xo peut s’exprimer de la fagon
suivante :

10° complément
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lim f(x0) + h) — f(xo)
h—0 h

lorsque cette limite existe.

Au vu de cette expression, on constate qu’il s’agit
la du quotient de deux infiniment petits.

Mais, cette approche dépasse largement le cadre
que nous nous étions fixé au début de cette étude.

Quatriéme remarque : point de concours
entre deux droites

Il peut arriver que I’on ait a déterminer les coor-
données du point de concours de deux droites
non-paralleles.

Nous allons traiter ce cas au plan général en nous
fixant deux droites d’équation :

y1= aix + bt
y2 = ax + bz

S’il existe un point de concours entre ces deux
droites, les coordonnées de celui-ci répondent
a la fois aux deux équations ci-dessus.

Nous avons donc 1’égalité : y1 = y2et cela pour
une valeur d’abscisse définie Xe.

Nous aurons donc a résoudre I’équation :
yie = aix + b1 = y2c = axx + b2 (1)
De I’équation (1), nous pouvons tirer :
alXe — a2xe = bz — bi
(a1 — a2)xc = b2— b1
D’oti 'on tire comme solution pour Xc :
Xxe =b2 — b1
alr — a2
11 ne reste plus qu’a calculer la valeur de I'ordon-
née du point de concours ye.
ye = aiXe + b1 = ai b2 — b1 + b1
a1 — a2

ye = azxe + b1 = a2b2 — b1 + b2
ar — a2

Partie 4. Notions essentielles

Les deux équations étant identiques, il convient
de prendre celle qui est la plus simple.

Les coordonnées du point de concours, que nous
pouvons appeler “Pc” sont donc :

Pc b2—bi,a(ba— b)) + b1
ar — a2 ar — a2

La figure 12 bis illustre le cas de deux droites
concourantes yi et yz.

Ainsi s’achéve notre étude théorique. Nous allons
maintenant éclairer celle-ci de quelques exem-
ples utilisant les droites.

Premier exemple :

Approche empirique de la forme d’un cercle a
’'aide de droites.

11 s’agit de donner I'illusion d’un tracé de cercle
en ne tracant que des droites. Notre exemple ne
fonctionnera que pour des cercles de petit dia-
metre. Nous ajouterons que cette étude ne reléve
pas d’une théorie mathématique (donc rigou-
reuse) mais plutdt d’une curiosité de la physique.

ve
I ] '
0
/ y2
y1=x—1 *

y2= '—12- x+2

Fig. 12bis : Graphe de y1 et ya.
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En effet, si le but était de tracer un cercle uni-
quement a ’aide de droites, il faudrait faire appel
aux tangentes. Mais, imaginons que nous ne
connaissons pas I’équation générale de la tan-
gente en un point d’un cercle. Nous avons trouvé
une méthode amusante dont nous avons fait un
programme écrit en “basic”’ (vous trouverez ce
programme a la fin de cet article). Les ordres
graphiques de ce programme sont exprimés en
“HPGL” (Langage  graphique de
Hewlett-Pachard).

En regardant la figure 13, il est plus facile de
comprendre le titre donné a notre exemple.
L'aspect empirique de ce dernier réside dans le

calcul des points qui forment les droites.

Nous avons remarqué que, si nous tragons des
segments de droites dont les points de départ et
d’arrivée sont exprimés respectivement par : P1
(X1, Y1) et P2 (X2, Y2) et calculés en suivant
une série d’opérations présentée ci-apres, nous
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dessinons une forme qui peut S'apparenter a celle
d’un quart de cercle.

(Xo, Yo) représente le point inférieur gauche du
carré dans lequel s’inscrit le cercle.

Xl = Xo

Y= RAY — D) + Yo

X2 =1 + INT(RAY/6,70) + Xo
Y2 = Yo

RAY représente le rayon du cercle

pour le premier segment I=1
pour le deuxiéme segment I=2
pour le troisi¢me segment I=3
pour le quatrieme segment I = 4 etc.
pour le n ieme segment I = RAY

Nous retrouvons cette maniere de calculer dans
le “listage” de notre programme “BASIC” aux
lignes numéro 50 a 90 puis 200 a 240 et enfin
300 a 345.

Fig. 13 : Approche d’'un cercle & 'aide de droites.

10¢ complément
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Deuxiéme exemple :

De nos jours, I’étude du graphisme par ordina-
teur interposé est tres souvent utilisée. Pour cette
raison, nous avons choisi d’illustrer notre exem-
ple par une application particuli¢re programmée
dans le langage ‘‘LOGO’’ de S, PAPERT.
Notre probleme est de connaitre d’une manicre
graphique la valeur des racines carrées de la suite
des entiers naturels N = (1, 2, 3,4, 5, ...) et
cela sans faire I’ombre d’un calcul ; mais en tra-
cant une succession de segments de droites.

Pour bien comprendre notre exemple, il faut se
remémorer le théoréme de Pythagore. Clest-a-
dire que, lorsque l'on se trouve devant un trian-
gle rectangle comme celui de la figure 14, les
cOtés de celui-ci sont liés par la relation
suivante :

C? = a? + b2
Nous avons donc : Vc2 = Va2 + b2
ou encore : Icl = Va2 + b?

Que se passe-t-il lorsque nous prenons 1 comme
valeur de a et b ?

Nous avons alors comme valeur de ¢ :
2+ 12=V1+1=V2

Dessinons ce premier cas (Fig. 15).

La longueur du segment OC représente la valeur

positive de la racine carrée de deux.

Maintenant, passons a P'étape suivante qui est de
déterminer la valeur positive de la racine carrée
de trois. Pour cela, nous allons repar.r du seg-
ment OC et lui associer un segment de lon-
gueur 1 qui lui est perpendiculaire (Fig. 16).

DIM(OC) = 2 et DIM(CD) = 1
DIM(OD) = V(DIM(OC))? + (DIM(CD)y?
=W22+1=V2+1=v3

Vous voyez maintenant comment 'on peut mesu-
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3, b, c représentent les
longueurs respectives
des segments AB, BC, CA.

Fig. 14 : Triangle de "‘Pythagore’’.

A

Fig. 15 : Le segment OC représente la valeur V2 soit
environ 1,414.

YA

Fig. 16 : Le segment OD représence la valeur posi-
tive de V3.

10° complément
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rer la valeur d’une racine carrée grice a une
méthode de tracé de triangle.

En continuant indéfiniment, la figure que 'on
obtient est une spirale de racines carrées. La
figure 17 nous montre un exemple restrictif de
cette spirale.

A la suite de cette figure 17, vous est proposé
le listage du programme “C” programmé en
“LOGO”. Vous pouvez vous rendre compte de
la puissance de cet interpréteur (langage). En
effet, le programme est de courte longueur !

Troisiéme exemple : Etude d’une caractéristique
tension courant d’une résistance

Dans cet exemple, nous vous proposons de faire
Pétude théorique de la caractéristique tension
courant d’un élément résistif. Nous avons donc
le montage dessiné en figure 18.
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N\

Fig. 18 : Montage d’étude.

ao o
[

;‘e)sut 168 °repere fd 55 make ®a lowards °9 6 seth :a et 39S
¢
§

4

%90 ®repere

{o repere

¢t 99 14 10 bk 16 28 -39
snd

P

Fig. 17 : Spirale des racines carrées et listage du programme “C”.
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La loi des mailles appliquées a ce montage nous
permet d’obtenir I’équation régissant ce circuit.

E—U=0 ()

Or, vous connaissez la loi d’Ohm. Grice a elle,
nous savons que U = R 1. L’équation (1) peut
alors se transformer en :

E—RI=0 2
Examinons cette équation :
La valeur de la résistance est constante,
Les valeurs E et I sont variables 'une par rap-
port a autre.
Nous pouvons donc écrire :
E=RI (3

A ce stade, nous reconnaissons en I’équation (3)
I’équation d’une droite de type y = a x dans
laquelle :

y = E a=R x =1

11 ne nous reste plus qu’a tracer cette droite, et
pour cela, il nous suffit de calculer deux points
extrémes appartenant a celle-ci et de les relier.

PourI =0 E=R.0=0
PourI =1 E=R.1=R

Partie 4 : Notions essentielles

E (v

— | (N}

Fig. 19 : Caractéristique tension courant d’une
résistance.

Le coefficient directeur de cette caractéristique est
la constante R.

10° complément



Part/i’e}t Chapitre 10.4 page 16 Les bases de calcul en électronique et informatique

Partie 4 : Notions essentielles



Les bases de calcul en électronique et informatique

Partie 4 Chapitre 10.5 page 1

4/10.5

Partie 4 : Notions essentielles

Généralitées sur les fonctions

paraboles

Equations du 2nd degré a une inconnue

L’énergie
1 - Considérations qualitatives sur 'énergie

Il est plus que jamais fondamental pour un
technicien de savoir aborder un probleme en
termes énergétiques. Le trait d’union entre les
différents domaines de la physique (mécanique,
électricité, électronique, thermodynamique...)
est précisément ’énergie. Le principe de con-
servation de lénergie cher aux physiciens

affirme que P’énergie se transforme mais se
conserve. Chacun sait que ’une des préoccu-
pations essentielles de ’homme & travers son
histoire a été de domestiquer 1’énergie. Les
moteurs comme les centrales sont en fait des
systémes destinés a transformer 1’énergie, a la
canaliser mais en aucun cas a la créer. A cet
effet, il est bon de remarquer que ’expression
“fournir de I’énergie’’ est tout a fait ambigiie.
Voici sommairement deux types classiques de
transformation de I’énergie.

Energie électrique

Energie nucléaire

MOTEUR ELECTRIQUE

CENTRALE NUCLEAIRE

énergie meécanique
+
énergie calorifique
+
énergie électromagnétique

énergie électrique
+

énergie calorifique
+

énergie rayonnarnte

12¢ compiément
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2 - Considérations quantitatives sur I’énergie

I1 est bien évident que pour pouvoir parler de
conservation de 1’énergie, il est nécessaire de
pouvoir la mesurer et I’exprimer sous forme
mathématique. Nous allons donc donner
Iexpression mathématique de ’énergie de dif-
férents systémes.

Energie cinétique d’un solide en translation
Ec = 1/72 MV?

M : masse du solide
V : vitesse de translation du solide

Energie cinétique d’un solide en rotation autour
d’un axe/\

Ec = 1/2 JQ?

J : moment d’inertie du solide par rapport a
Paxe A\

Q : vitesse angulaire du solide autour de
Paxe A\

Energie calorifique dissipée dans une résistance
(Effet Joule).

W = RTI*

R : résistance

T : temps (durée)

I : intensité du courant

Energie emmagasinée dans un condensateur

W = 1/2 CU?

C : capacité du condensateur
U : tension aux bornes du condensateur

Energie d’une particule magnétique placée dans
une induction

W = - XV/2uo0 B?
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X : susceptibilité

V : volume de la particule

4o : constante de proportionnalité
B : induction magneétique

On peut donc remarquer que dans chacun des
cas I’énergie s’exprime sous la forme :

W = KX?

dans laquelle

K est une caractéristique du systeme et/ou du
milieu

X est une grandeur traduisant ’intensité d’un
effet physique auquel le systéme est soumis

D’ou la nécessité de s’intéresser aux proprié-
tés d’une telle expression mathématique.

Notions mathématiques
1 - Avertissement

Le but de ce chapitre est de revenir sur des
notions purement mathématiques sans pour
autant perdre de vue le caractere essentiellement
pragmatique de cette revue. Au risque de cho-
quer les puristes, nous nous bornerons donc
a Paspect utilitaire de ces notions que nous
chercherons avant tout a rendre intuitives...

2 - Ensemble des nombres réels

I1 se note|R et est composé de deux
sous-ensembles :

Le sous-ensemble des nombres rationnels

Un nombre est dit rationnel si sa partie déci-
male illimitée comporte une période.
exemple : - 1235 est un nombre rationnel
puisqu’on peut en fait I’écrire sous la forme -
1235,000... Sa partie décimale illimitée n’étant
composée que de 0 est donc trivialement pério-
digue. Il en est ainsi de tout nombre entier rela-
tif (muni du signe + ou -).
exemple : + 1293/140 est également un nom-
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bre rationnel puisqu’il représente le quotient
exact de 1293 par 140 c’est-a-dire le nombre
8.23571428571428... Sa partie décimale com-
portant la période 571428 a partir de la 3éme
décimale. Il en est d’ailleurs ainsi de tout nom-
bre fractionnaire.

Remarque : On démontre en fait le résultat
fondamental suivant : Il est équivalent de dire :
Un nombre posseéde une partie décimale illi-
mitée comportant une période.
Un nombre posséde une écriture fraction-
naire.

Le sous-ensemble des nombres irrationnels

Un nombre dont la partie décimale illimitée ne
comporte pas de période est dit irrationnel.

Compte-tenu de la remarque précédente on
peut également affirmer : Un nombre irration-
nel est un nombre ne pouvant pas s’écrire sous
forme fractionnaire ; c¢’est-a-dire ne pouvant
étre le quotient exact de deux nombres entiers
relatifs.

De tels nombres existent puisqu’on peut les
fabriquer ‘‘a la main”’.

Exemple : - 3.010010001...

Il est cependant évident que parmis les nom-
bres irrationnels il s’en trouve certains qui pré-
sentent plus d’intérét que d’autres et cela
d’aprés leur définition.

Exemple classique : On démontre que le nom-
bre x tel que x* = 2 ne peut étre le quotient
exact de deux nombres entiers relatifs. Il est
donc irrationnel. Sa partie décimale est donc
aléatoire. Il ““commence’ par 1.414... On le
note \/ 2 et on P’appelle racine de 2.

Exemple : Parmi les nombres irrationnels, on
rencontre aussi le célébre nombre pi noté n
Il ““commence’’ par 3.14159...

3 - Suites de nombres et notion de limite

La dénomination suite de nombres est tout a
fait conforme a I’idée intuitive que I’on peut
s’en faire. Il s’agit bien en fait d’une succes-
sion de nombres parfaitement définie, ce qui
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signifie que I’on dispose d’emblée d’un proces-
sus permettant de déterminer le Néeme nombre
de la suite. Une suite posséde toujours une infi-
nité de termes pouvant cependant dans certains
cas étre représentés par un nombre fini de nom-
bres réels (cf : exemple 3).

Exemple 1 : les 5 premiers termes de la suite
(I/n)ysont: 1,1/2,1/3,1/4,1/5, ...
exemple 2 : les 4 premiers termes de la suite
(n-1)/2sont : -1/2,0,1/2,1, ...

Dans ’exemple 1, nous avons 'impression que
les termes de la suite (1/n) se rapprochent de
plus en plus de 0. Plus rigoureusement, en
mathématiques on dit qu’une suite (an) tend
vers & ou encore qu’elle admet le nombre o
comme limite si, quelque soit la distance arbi-
trairement fixée d, il est possible de détermi-
ner un rang N pour lequel tout terme an de la
suite de rang n > N soit tel que sa distance
a o soit plus petite que d. Autrement dit, quel-
que soit la distance arbitrairement fixée d, il
existe un rang N apreés lequel tous les termes
de la suite sont & une distance maximale d de
o (Fig. 1a).

Une suite qui admet une limite est dite conver-
gente. Dans le cas contraire elle est dite
divergente.

Cas de divergence d’une suite

On peut démontrer que les termes de la suite
de Pexemple 2  deviennent arbitrairement
grands. Par abus de langage, on dit d’une telle
suite qu’elle tend vers infini (o).

Un autre type classique de divergence est celui
des suites oscillantes :

Exemple 3 : La suite de terme an = 1 sin est
pair et an = -1 si n est impair ne peut trivia-
lement pas admettre de limite.

Remarque : Pour exprimer la distance d entre
deux nombres réels x et y dont on ignore lequel
est le plus grand, on doit utiliser /a valeur abso-
lue de la différence entre ces deux nombres (une
distance est un nombre positif ou nul). On aura
donc: d=1x-yl

12¢ complément
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0 1 1 1 1 + 1
6 5 4 3
................. ag a; a, af a,
Fig. 1a : Convergence monotone vers O de la suite (1/n).
—+— : B
R 111 1 0 .1
6 5 4 3 2
|
.................. aG aS a4 a3 az

Fig. 1b : Convergence non monotone vers 0 de la suite définie par : an 1/(n — 1) pour n pair et an = 1/(n+1)

pour n impair.

La formulation mathématique de la conver-
gence d’une suite (an) vers une /imite O est
donc :

Quelque soit le nombre arbitrairement choisi
(donc aussi petit qu’on veut) d, il existe un
nombre entier N tel que pour tout nombre n
vérifiant n > N on ait :

n> N - lan-0OL1 < d

En fait cette formulation quelque peu ésotéri-

que donc affolante ne nous sera pas souvent
utile d’un point de vue pratique, elle est don-
née ici a titre indicatif afin d’illustrer comment
une notion concréte (celle de convergence/rap-
prochement) peut €&tre modélisée par les
mathématiciens.

Démontrons simplement a titre d’exemple que
la suite de I’exemple 1 converge vers 0.

Soit d un nombre arbitrairement choisi,
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essayons donc de déterminer un nombre entier
N pour lequel on pourra affirmer que pour
tout terme un tel que n> N on a bien
lun-01 < d c’est-a-dire :

l1/nl < d

Remarquons que cette condition peut encore
s’écrire (1/n étant strictement positif) :

1/n < d

Il est alors évident qu’il suffit de choisir
n> 1/d donc de prendre pour N n’importe
quel nombre entier vérifiant cette condition.

Attention La convergence d’une suite vers sa
limite n’a & priori aucune raison d’étre mono-
tone (‘‘on peut reculer pour mieux sauter’’ cf :
Fig 1b).

4 - Fonctions numériques
Généralités

On appelle fonction numérique tout processus
mathématique qui a certains nombres réels
appelés antécédents permet d’associer de
maniére univoque d’autres nombres réels appe-
Iés images.

L’ensemble des antécédents, c’est-a-dire
I’ensemble des nombres réels auxquels la fonc-
tion attribuera effectivement une image
s’appelle le domaine de définition de la
fonction.

Représentation symbolique d’une fonction

Une fonction est en général désignée par une
lettre f, g, h, ... Etant bien entendu que deux
- fonctions différentes utilisées conjointement ne
pourront pas alors porter le méme nom. Hor-
mis certaines fonctions standards, c’est géné-
ralement l'utilisateur qui choisit le nom qu’il
donne & la fonction qu’il définit.
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Exemple 1 :
f:IR IR
X fx)=1/x

Cette fonction nommeée ici f associe a un nom-
bre réel quelconque x (antécédent) un autre
nombre réel noté f(x) (image) que ’on déter-
mine en faisant le calcul 1/x c’est-a-dire 1 divisé
par le nombre x. Par exemple, a 2 la fonction
f associe son image f(2) qui s’obtient en calcu-
lant 1/2 c’est-a-dire 0,5 sous forme d’écriture
décimale.

On remarque cependant que ce qui a été fait
avec X = 2 ne pourrait pas étre fait pour
x = 0. En effet, le calcul 1 divisé par 0 n’ayant
aucun sens, le nombre réel 0 n’aurait donc pas
d’image et c’est d’ailleurs le seul dans ce cas.
Le domaine de définition de la fonction f ainsi
définie est donc ’ensemble IR privé de 1’élé-
ment 0. Les mathématiciens notent cet
ensemble IR*,

Exemple 2 :
f:IR IR
X fx) =3

Cette nouvelle fonction également notée f,
puisque non utilisée conjointement avec celle
de ’exempile 1, associe & un nombre réel x quel-
conque un autre nombre réel f(x) déterminé en
faisant maintenant le calcul 3x2 c’est-a-dire en
multipliant le nombre x par lui-méme puis en
multipliant le résultat ainsi obtenu par 3. Par
exemple, a 2 la fonction f associe maintenant
le nombre 12 obtenu en faisant 3 multiplié par
le résultat de 2 fois 2.

Contrairement a !’exemple 1, I’image
f(x) = 3x? pourra toujours étre calculée quel-
que soit le nombre antécédent x choisi. Le
domaine de définition de cette fonction est
donc I’ensembile IR tout entier.
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y
+ 3 °
+ 2 ¢
+ 1 °
8 2 L
2 3 .
X 3 -2 -1 0 + 1 + 2 + 3 X
o -1
-2
° -3
cy’

Fig. 2 : Représentation point par point de f(x) = 1/x



Les bases de calcul en électronigue et informatique

Partie 4 Chapitre 10.5 page 7

10.5 Généralités sur les fonctions paraboles

Représentation graphique d’une fonction

Elle se fait a 'aide de deux axes perpendicu-
laires gradués avec la méme unité. Un tel
systeme d’axes est dit orthonormé. Chacun de
ces axes configure ensemble IR des nombres
réels (cf : Partie 4 Chapitre 10.4). L’axe hori-
zontal noté x’x est celui des antécédents et axe
vertical noté y’'vy celui des images. La représen-
tation graphique d’une fonction f est consti-
tuée des points d’intersection entre une paral-
lele a ¥’y passant par un antécédent x et la
paralléle a x’x passant par 'image correspon-
dante f(x) (Fig. 2).

La représentation graphique d’une fonction est
I'illustration graphique de la fonction. Elle per-
met de visualiser rapidement le comportement
entre les deux grandeurs liées par cette fonc-
tion. Il suffit de penser aux courbes de tempé-
ratures dans les chambres de malades ei aux
interprétations quasi-immédiates des médecins.
Une représentation graphique peut étre envi-
sagée sous deux aspects différents :

e La représentation point par point

On détermine suffisamment de points par le
calcul des images de maniére & avoir une allure
de la courbe expressive. Cette méthode fort
laborieuse en général et passible d’erreurs sur
un nombre de points faible a été réhabilitée
avec ’avénement de I’électronique et de 'infor-
matique (calculateurs). Elle ne peut bien siir se
faire qu’apres détermination du domaine de
définition de la fonction (risque d’overflow).

e La représentation apres I'étude de la fonction

On détermine préalablement et mathématique-
ment certaines propriétés de la fonction per-
mettant d’obtenir ’allure générale de sa repré-
sentation graphique (courbe) sans ambiguité
possible. Cette méthode fort élégante et instruc-
tive permet en outre de quantifier avec préci-
sion certains comportements locaux intéres-
sants de la courbe (cf : Chapitre suivant). Fort

Partie 4 ; Notions esseniielles

de ces enseignements, on a ensuite recours a
une représentation point par point qui prend
alors un caractére indubitable (utilisation d’un
traceur dans le meilleur des cas).

2 - Etude d’une fonction

On se propose dans ce paragraphe de préciser
certaines propriétés d’une fonction permettant
d’en faire une analyse plus fine que celle qui
serait obtenue a partir d’une simple représen-
tation point par point. Ces propriétés sont :

La recherche du domaine de définition

La notion de recherche du domaine de défini-
tion ayant déja été abordée a diverses reprises,
nous nous contenterons simplement de rappe-
ler qu’il est fondamental de connaitre I’ensem-
ble des valeurs auxquelles la fonction aura
effectivement la possibilité d’associer une
image. Le domaine de définition d’une fonc-
tion détermine en quelque sorte ce qu’on pour-
rait appeler son ““champ d’action’’. Cependant
d’un point de vue pratique, on se rend vite
compte que pour déterminer ce champ d’action
autorisé on recherche en fait a priori les points
interdits ; ¢’est-a-dire en termes mathématiques
les nombres réels pour lesquels la fonction n’est
pas définie (cf : les exemples du chapitre
précédent).

La continuité

Le chapitre 4/10.4 introduisait la notion de
continuité d’une fonction a partir de sa repré-
sentation graphique (courbe). Analysons donc
cette approche d’un peu plus pres. En fait la
question fondamentale qui se pose 4 ce niveau
est la suivante : Comment a ¢té obtenue cette
représentation graphique ? Il est certain qu’une
représentation peint par point, méme poussée
a un nombre ‘‘trés important’’ de points, ne
peut présenter une garantie totale. En effet, on
peut toujours imaginer qu’une discontinuité
existe entre deux points successifs. De ce fait,
cette breve analyse nous permet de conclure
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que la continuité est en réalité une propriété
intrinséque de la fonction que la représentation
graphique ne fait qu’illustrer. Autrement dit,
il faut avoir préalablement démontré qu’une
fonction est continue pour étre autorisé a la
représenter d’un trait continu. D’ou la néces-
sité de définir la continuité d’un point de vue
mathématique ; cette définition devant modé-
liser la notion de ‘‘trait continu’’ au niveau de
la représentation graphique. Gréce a la notion
de limite introduite dans ce chapitre, cette éven-
tualité devient pour nous réalisable :

Soit f une fonction numérique, X un nombre
réel appartenant a son domaine de définition
et f(X) I'image de X par f. Affirmer que la
fonction f est continue en o ¢’est avoir démon-
tré qu’il existe un intervalle I de IR contenant
ol sur lequel toute suite d’antécédents xn con-
vergeant vers X est telle que la suite des ima-
ges correspondantes f(xn) converge vers f(0().
Autrement dit cela signifie que quelque soit le
mode d’approche de & par des antécédents,
appartenant a I, cela se soldera par une appro-
che aussi fine qu’il le sera désiré de f(oL) par
les images f(xn) correspondantes.

Partie 4 : Notions essentielles

Cas de discontinuité en un point

Compte tenu de la définition de la continuité,
on peut énoncer : affirmer qu’une fonction f
est discontinue en une valeur ¢{ de son
domaine de définition c’est avoir démontré que
quelque soit 'intervalle I de IR contenant OX,
on peut toujours lui associer une suite (Xn)
convergeant vers O mais pour laquelle la suite
des images f(xn) correspondantes ne converge
pas vers (&) (Fig. 3a).

Afin de faire coller le modéle mathématique
de la continuité a la notion concréte de ‘‘trait
continu’’ d’une courbe, il est d’usage d’envi-
sager comme ‘‘discontinue’’ une fonction pour
laquelle le domaine de définition n’est pas un
intervalle. Il faut cependant remarquer qu’il
s’agit en fait d’un abus de langage bien prati-
que mais que la notion méme de continuité n’a

de sens que pour les valeurs ou la fonction est

définie ¢’est-a-dire sur le domaine de définition
(Fig. 3b).

Remarque pratique : Dans la pratique, pour
le technicien ou I’ingénieur une fonction tra-
duit une loi existant entre différentes grandeurs.

f(x) 77'
]

!

I
L |
| i
| |
I |
! |

x’ a X, b X

—————————im

Fig. 3a : Discontinuité dite de 1ére espéce

Fig. 3b : Discontinuité par prolongement de la défi-
nition
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Exemple :
W : IR IR
u___ WU = 1/2 CU?

W traduit ici la relation quantitative précise
existant entre la tension variable U aux bor-
nes d’un condensateur de capacité donnée C
et 'énergie emmagasinée correspondante W(U)
qui en résulte.

En supposant que l'on ait effectivement
démontré¢ la continuité de W en chacune des
valeurs de son domaine de définition, quelles
en seraient les conséquences pratiques pour un
technicien ?

Il pourrait alors en conclure que pour appro-
cher un niveau d’énergie donné W(Uo) aussi
pres qu’il le désirera, il lui suffira d’approcher
la tension Uo par des tensions successives obte-
nues a partir d’un procédé physique a déter-
miner ; d’ou une certaine souplesse tant tech-
nique qu’économique au niveau du choix de
ce procédé. Cet exemple volontairement sim-
pliste n’est destiné qu’a illustrer intérét d’un
résultat mathématique lorsqu’on est capable de
Pinterpréter techniquement.

Il resterait a aborder I’épineux probléme de la
démonstration de la continuité d’une fonction
donnée. Cela nécessitant ’introduction de nou-
velles considérations fondamentales sur les
fonctions, nous y reviendrons dans un article
ultérieur.

La dérivabilité

Comme on vient longuement de le signaler, la
continuité permet d’affirmer si la courbe repré-
sentative d’une fonction pourra étre tracée de
maniére continue ou non. Un autre renseigne-
ment important pour l’obtention de cette
courbe réside dans le fait de pouvoir affirmer
que sur tel intervalle 1a courbe ““monte’” et sur
tel autre elle ‘‘descend’’. Ce renseignement
résultera de ce qu’on appelle /’étude de varia-
tion de la fonction. Le point fondamental de
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cette étude de variation étant la détermination
de la dérivée de la fonction pour chacune des
valeurs du domaine de définition.

Considérons une fonction numérique f et o
une valeur de son domaine de définition. Soit
maintenant un intervalle I de IR contenant O,
(xn) une suite quelconque de nombres réels
appartenant a I convergeant vers 0, et f(xa)
les images correspondantes. Fabriquons alors
la suite de terme général :

vn = (f(xn) - f(60)) / (xn - &X) C’est-a-dire la
suite des accroissements relatifs entre les ima-
ges et les antécédents. Affirmer que la fonc-
tion f est dérivable en C4 ¢’est avoir démontré
que la suite (vn) converge vers une limite,
notée ’(C<{), indépendante de la suite (xn)
choisie.

Cette présentation de la dérivabilité en une
valeur & du domaine de définition est parfai-
tement mathématique. Contrairement a ce qui
a été fait pour la continuité, nous allons cher-
cher maintenant a donner son interprétation
sur la courbe représentative de la fonction f
(cf : Fig. 4). Auparavant précisons que nous
admettrons jusqu’a un article ultérieur que
toute fonction dérivable en o v est nécessai-
rement continue.

On constate sur la figure 4 que les droites /\ n
de coefficients directeurs va (cf : 4/10.4)
admettent comme position limite la droite /\
lorsque (xn) tend vers e . De ce fait, la limite
7(00) de (vn) s’interpréte comme étant le coef-
ficient directeur de la droite /\ .

La droite A\ étant la fangente en o/ 3 la
courbe représentative de la fonction f, on peut
donc énoncer : La dérivée (&) pour une
valeur & du domaine de définition d’une fonc-
tion f est égale au coefficient directeur de la
tangente en O a la courbe représentative de f.
La dérivée en(x, caractérise donc ce qu’on peut
appeler la pente en ¢ de la courbe.
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F (x) A
F (x0) ]
F{(x1) 4
F (X2) ui
F(xn) -+
Feo
=z A
4
T i T ¥ "r -
0 X Xn X X{ %Q X

Fig. 4 : Interprétation géométrique de la dérivée

Voyons comment la dérivée permet d’affirmer
que sur tel intervalle la courbe ‘““monte’’ et sur
tel autre elle ‘‘descend”. D’une part, il est
nécessaire de préciser ce qu’on entend par
“monter’’ et par ‘‘descendre’’, c’est-a-dire le
sens avec lequel on conviendra de se déplacer
sur la courbe. Il s’agira du sens correspondant
aux valeurs croissantes des abscisses (axe X’ X).
D’autre part, on ne cherchera pas dans cet
ouvrage a justifier d’un point de vue rigoureu-
sement mathématique I'intégralité de nos pro-
pos mais de donner les moyens a nos lecteurs
de tracer une courbe représentative a la lumiére
d’un certain nombre de résultats qu’ils auront
préalablement obtenus. Pour ce faire, il est bon
de se reporter au 4/10.4 dans lequel on préci-
sait la position relative d’une droite par rap-

port aux axes suivant le signe de son coeffi-
cient directeur. Ensuite, on se contentera de
vérifier graphiquement que :

Si on parcourt (dans le sens convenu) un inter-
valle I du domaine de définition d’une fonc-
tion f et que le signe des coefficients directeurs
successifs des tangentes (dérivées en chacun des
points) reste positif, la courbe est nécessaire-
ment ‘“montante’’ (cf : Fig. 5a). Si au contraire
le signe reste négatif, la courbe est ‘‘descen-
dante” (Fig. 5b).

En résumé

Dérivée positive équivaut 2 courbe ascendante
Dérivée négative équivaut 2 courbe descendante
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A

[ |
| | |
X' a 0 b

=

y
\
|

i

]

[
i
I
]
X a 0 b X

Fig. 5 a : Représentation graphique d’une fonction croissante (et
représentant une discontinuité en xo) sur un intervalle [a ; b).

I1 est maintemant relativement simple de véri-
fier graphiquement qu’a une courbe ascendante
correspond une fonction croissante, de méme
qu’a une courbe descendante correspond une
fonction décroissante. Sachant bien entendu
qu’une fonction f est dite croissante sur un
intervalle si elle est telle que pour tout couple
de valeurs de cet intervalle X, et X, vérifiant
X2 > X on ait aussi f(Xp) > (X))

C’est donc une fonction qui est telle que les
images varient dans le méme sens que les anté-
cédents, une fonction décroissante sur un inter-
valle étant au contraire une fonction telle que
pour tout couple de valeurs xi1 et x2 vérifiant
x2 > X1 on ait f(x2) < f(x1). C’est donc une
fonction pour laquelle les images décroissent
lorsque les antécédents croissent.

Etude de f(x) = Kx2

Au paragraphe 1 nous avons vu que I’énergie
d’un systéme physique s’exprimait fréquem-
ment sous la forme W(x) = KX?. Nous som-
mes donc conduits a étudier la fonction f défi-
nie par :

f:R_________ IR
X fx) = K¢

Fig. 5 b : Représentation graphique d’une fonction décroissante
sur un intervalle [a ; b].

1- Recherche du domaine de définition

Comme il a été signalé sur un exemple pour
K = 3 cette fonction admet R comme
domaine de définition. En effet quelque soit
la valeur de K définissant f, il est évident qu’a
tout nombre réel x il est possible d’associer une
image f(x) en calculant Kx.

Etude de la continuité

En ce qui concerne ce type de fonction, nous
pouvons d’ores et déja aborder I’étude de sa
continuité. En effet le complément d’informa-
tion promis pour un article ultérieur (cf. Etude
d’une fonction) peut étre ici évité compte tenu
de la simplicité relative de la fonction a étudier.

Soit & un nombre réel quelconque, f(X) son
image. Considérons lintervalle [(X-1 ; O+ 1]
et une suite quelconque (xn) de nombres de cet
intervalle convergeant vers X . Chacun des
nombres réels xn admet effectivement une
image f(xn). Montrons donc que la suite (f(xa))
converge vers f(X).

Autrement dit, montrons qu’a tout nombre
positif d, on peut associer un nombre entier
N tel que :

12¢ complément
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n> N =2 o) - ) I < d

Or nous avons :

| f(xn) - f(X) | = | Kxa? - KO |
=1 K | | xa? - OX7]
= 1K % +0 | 1% - CX|

Par conséquent, pour d fixée nous sommes
tenus de rechercher N tel que :

n> N= |[Killxo +X||lx-| < d

Or si on convient de noter par M la plus
grande des deux valeurs absolues entre |CX - 11
et | X+ 11, on aura quelque soit Xn :

Ixn + X | < 2M
On sera donc amené a rechercher N tel que :
n> N=% |x-0(-| < d/2MK|

La suite (xn) convergeant par hypothése vers
X, cela signifie qu’un tel nombre N existe. Ce
qui acheve notre démonstration.

3 - Etude du sens de variation, la dérivabilité

La encore, nous allons pouvoir montrer des
maintenant que la fonction que nous nous
sommes fixés d’étudier est dérivable pour toute
valeur O£ du domaine de définition | R.

Pour toute suite (xn) choisie arbitrairement
convergeant vers (X, nous allons maintenant
montrer I’existence d’une limite pour la suite
de terme général vo = (f(xn) - f(X)) / %a -X0) ;
c’est-a-dire-ici :

va = (Kxn® - Kx?) / (%0 - )

Ce qu’on peut encore écrire :

Pariie 4 : Notions essentielles

vo = K&En + X)) (%0 - X) / (n -&¢)

Ou encore apres simplification :
Vn = K(Xn + 0()
On remarquera que le domaine de définition

étant | R, on peut en fait choisir n’importe quel
intervalle de maniére arbitraire.

La suite (xn) convergeant vers C{, on peut
s’attendre légitimement a ce que la suite (vn)

- converge vers K(OX+0() c’est-a-dire 2K¢K.

Démontrons le.

Soit d un nombre positif arbitrairement choisi,
on doit donc déterminer un nombre entier N
tel que :

n> N=2 |vn-2KX| < d

c’est-a-dire :

n> N=2 | Ki+)-2KXI| < d

Ce qu’on peut encore écrire sous la forme :
n>N=p [Kllx-XKl<d

On a finalement :

n>N=p |x-&l < d/lKI

La suite (xn) convergeant par hypothese vers
Ox, Pexistence d’un tel nombre entier N est
assurée. Cette démonstration étant valable
quelque soit le nombre & du domaine de défi-
nition | R de la fonction étudiée, nous en dédui-
sons que cette fonction admet en tout point x
de son domaine de définition une dérivée f’(x)
égale a 2Kx. On peut donc écrire :

f’(x) = 2Kx pour tout x appartenant a IR

On sait que le signe de la dérivée détermine /e
sens de variation de la fonction f. Il nous faut
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donc étudier ce signe. La dérivée en x s’obte-
nant sous la forme d’un produit 2Kx, on devra
donc envisager deux cas :

K est positif

Dans ce cas on aura : f’(x) > 0 équivalent a
x > 0. La fonction est donc croissante sur
I’ensemble des x > 0 (Fig. 6)

Ouencore : f'(x) < Oéquivalentax < 0.La
fonction est donc décroissante sur ’ensemble
des x < 0

K est négatif :
Dans ce cas on aura : f°(x) > 0 équivalent a

x < 0. La fonction est donc croissante sur
Iensemble des x < 0 (Fig. 6)

Partie 4 : Notions essentielles

Ou encore : f’(x) < Oéquivalentax > 0.La
fonction est donc décroissante sur ’ensemble-
desx > 0

Remarque : Pour x = 0 la dérivée est égale a
0 ; de ce fait la tangente ne peut étre ni ascen-
dante ni descendante. Elle est donc horizon-
tale. Nous constatons sur la figure 6 que pour
x = 0la courbe présente ce qu’on appelle un
extrémum. 1l serait cependant présomptueux
d’affirmer qu’en tout point ou la dérivée d’une
fonction s’annule, on trouvera un extremum.
Suivant le domaine de définition, il est méme
possible de trouver pour certaines fonctions des
extrémaux en des points ou la dérivée ne s’annu-
le pas.

4 - Représentation graphique

f,00 = X = 14x + 51

F ) =%

\L

+ 1

= 2
) = —-x y

00 = =X + 14x —47

I

F00 = - %

Fig. 6 : Représentation de f(x) = Kx2 et de f(x) = Ax2 + Bx + C
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Etude de f(x) = Ax2 + Bx + C
1 - Remarque préliminaire

Un simple calcul algébrique permet de consta-
ter rapidement que f(x) peut aussi s’écrire sous
la forme :

f(x) = A - (-B/2A))> + (4AC - B / 4A
En posant :

OL=-B/2A et i = (4AC - B / 4A

on peut alors écrire :

fx)-B = Ax-L)

En considérant maintenant Je changement
d’axes défini par :

Y=v-Bet X =x-

on constate que 1’égalité ci-dessus peut s’écrire
sous la forme :

Y = AX?

Ce qui nous ramene a I’étude d’une fonction
du type :

F(X) = AX?

dans le nouveau systeme d’axes XOY défini par
le changement d’axes précédent. (cf : Fig. 6)

2 - Commentaires et conclusion

Compte tenu des interprétations géomeétriques
(graphiques) que nous avons données de la con-
tinuité et de la dérivée, nous admettrons donc
que les fonctions f et F ayant le méme type de
représentation graphique possédent en fait les
mémes propriétés de continuité et de dérivabi-
lité. On peut en outre remarquer que les axes
étant respectivement paralléles et de méme sens,
le coefficient directeur d’une tangente a la
courbe est le méme pour chacun des deux repe-
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res. Or dans le repére XOY ce coefficient direc-
teur est égal a la dérivée F'(X) = 2AX et dans
le repéere xoy il est égal a {’(x). On aura donc
en tout point X :

PE) = F() = 24X = 24k -0() =
2A(x + B/2A) = 2Ax + B

La dérivée en x de 1 est donc :
f(x) = 2Ax + B

La courbe obtenue par la représentation gra-
phique de fonctions telles que f ou F est appe-
lée UNE PARABOLE.

Remarque : Le lecteur averti aura évidemment
remarqué que nous n’avons pas utilisé la pro-
priété de symeétrie dans I’étude de la fonction
définie par f(x) = KX*. Nous y reviendrons
ultéricurement. Soulignons cependant le fait
que dans bien des cas cette propriété est révé-
lée par la représentation graphique et que sa
démonstration & postériori constitue un moyen
de contrdle de I’étude effectuée.

Résolution de AX2 + BX + C =0

On a vu que Pénergie de certains systémes
physiques simples pouvait s’exprimer par une
relation du type W(X) = KX2. Pour d’autres
systemes, a peine plus compliqués, 1’énergie
pourra étre exprimée sous la forme W(X) =
AX? + BX + C. En outre, il est fréquent de
rencontrer un probléeme dans lequel on connait
I’énergie du systéme disponible W(X) et qu’on
soit alors amené a déterminer la valeur de la
grandeur physique X correspondant a cette
énergie. Ce type de probléme conduit alors a
la résolution d’une équation du type AX? +
BX +C=0 '

1 - Résolution graphigue

Si 'on considére la fonction f définie par
f(X) = AX? + BX + C, résoudre
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AX + BX + C = 0 c’est rechercher les
éventuels antécédents de 0. En outre d’un
point de vue graphique, il est évident que la
position relative de la parabole (représentation
graphique) par rapport aux axes dépend des
coefficients A, B et C et que de cette position
relative va dépendre le nombre de solutions
a notre probléme. En effet une solution (anté-
cédent de 0) est représentée par un point
d’intersection entre la parabole et I’axe ox.
L’obtention de la représentation graphique de
f permet ainsi d’obtenir par simple lecture une
réponse a notre probleme.

2 - Résolution algébrique

Elle est de loin la plus employée puisqu’évitant
’étude d’une fonction. En outre elle présente
un caractére systématique qui a le mérite de
convenir aux personnes que les mathématiques
n’attirent guere.

A, B, et C étant trois nombres réels donnés,
on se propose donc de rechercher I’existence
des nombres X tels que AX* + BX + C = 0.

Pour cela on commence par remarquer que
quelque soit la valeur du nombre réel X on a :

AX?*+BX+C = A[(X+B/2A) - (B*-4AC)/4A%]

L’expression B? - 4AC est appelée le détermi-
nant et est notée /\ .

On a donc pour tout X :

AX?+BX+C = A[(X+B/2A) - A /4A7]
On remarque alors que :

Si: A<O0

I’expression du second membre de cette éga-
lité ne pourra pas étre nulle puisqu’étant une

somme de deux carrés. Donc le probleme n’a

PAS DE SOLUTION
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Si: A =0
cette expression est réduite a A(X + B/2A)?
et guw’elle ne peut étre nulle que si et seulement
si:
X = -B/2A donc

UNE UNIQUE SOLUTION
Si: A>0

on peut alors mettre cette expression sous la
forme :

A X+BVA )24] [X+B+V A )/24]

et que de ce fait, elle ne s’annulera que si et
seulement si :

X = (B-vY2A)/2A 0u
X = (-B +\/—A)/2Adonc

DEUX SOLUTIONS

3 - Applications numériques

On se propose de résoudre les équations
suivantes :

Exemple I : x*-6x + 8 = 0
Onadonc:A =1 B=-6 C=+8

Le discriminant /\ égal a B? - 4AC a pour
valeur :

A=(6-(4 X 1x 8 =236-32=4

On est donc dans le cas /A > 0 ; on aura donc
deux solutions qui seront :

x = (B-VA)/2A = (6-2)/2 = 2
ou

x=B+YA)/2A=6+2/2=4

12¢ complément
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Exemple 2 : 2x*-x + 3 = 0
'Hs;l\‘\‘llC:A=2 B=‘1 C= +3

Le discrimunant /\ égal a B? - 4AC a pour
valeur :

A= (1P-(@dx2x3 =1-24 = -23

On est doncdanslecas A < 0 ;on n’a donc
pas de solution

Exemple 3 : x* - 2\/—2x +2=20

Partie 4 : Notions essentielles

Onadonc: A =1 B=-2‘\/E C=2

Le discriminant /\ égal a B? - 4AC a pour
valeur :

A=@V2p - @ x1x2)=8-8=0

On est donc dans le cas /A = 0 ; on a donc
une seule solution qui est :

x = -B22A = 2V 2/2 = V2
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Complément sur la continuite
Fonction racine carrée

1. Avertissement et présentation

Dans le chapitre généralités sur les fonctions,
nous avions annoncé un complément d’infor-
mation sur ’étude pratique de la continuité
d’une fonction. Nous nous efforcerons une fois
encore d’aborder les différents aspects de notre
étude de maniére la plus pragmatique possible.

De ce fait, certains résultats seront simplement
énoncés (dans le souci de dégager I’essentiel de
notre propos), des suppléments figurant dans
une annexe auquel le lecteur averti pourra se
référer.

. 2. Remarque et proposition

En fait le mathématicien définit une suite
comme étant une fonction dont le domaine de
définition est I’ensemble des nombres entiers
naturels (noté | N). Une suite associe donc a
tout nombre entier naturel n un nombre réel
u.. Une conséquence importante de cette défi-
nition est exprimée par la proposition suivante :

Proposition 2.1 : Toute suite convergente (u.)
est bornée. Ce qui signifie que tous les termes
de la suite restent inférienrs en valeur absolue
a un nombre M.

3. Opérations sur les suites convergentes
3.1 ¢ Addition de deux suites convergentes

Considérons deux suites (u.) et (Va), de limi-
tes respectives u et v, a partir desquelles nous
formerons la suite de terme général

Wn = Un + V.. Alors:

Proposition 3.1 : La suite (w.) admet une
limite w égale a u + v (annexe 11.1).

3.2 ¢ Produit de deux suites convergentes

Considérons deux suites (u.) et (Va), de limi-
tes respectives u et v, a partir desquelles nous
formerons la suite de terme général w. =
U X Vi Alors :

Proposition 3.2 : La suite (w.) admet une
limite w égale a u X v.

3.3 e Limite de la suite inverse d’une suite
convergente

Soit (u.) une suite de limite u # 0 et (W.) la
suite du terme général w, = 1/u.. Alors :

Proposition 3.3 : La suite (w.) admet une
limite égale a 1/u (on constate que siu=0, 1/u
n’a aucun sens).

Nous pouvons déduire des propositions 3.2 et
3.3.

13¢ complément
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3.4 ¢ Quotient de deux suites convergentes

Considérons deux suites convergentes (u.) et
(vx), de limites respectives u et v # 0, a par-
tir desquelles nous formerons la suite de terme
général w. = U./v.. Alors :

Proposition 3.4 : La suite (w.,) admet une
limite w égale a u/v.

4. Limite d’une fonction en un point
Considérons la situation suivante :

- Une fonction f.

- Un nombre réel o n’appartenant pas
nécessairement au domaine de définition
de f.

- L’existence d’un intervalle I, de centre o ,
tel que I \ {« } soit une partie du
domaine de définition de f. (I \ { « } se
lit : ““I privé de o’ ).

Nous dirons que la fonction f admet une
limite L au point « si quel que soit la
suite (x.) d’éléments de I \ { « } conver-
geant vers o la suite des images corres-
pondantes f(x.) admet L pour limite.
Nous dirons aussi que :

f(x) tend vers L quand x tend vers « .

Ce que nous noterons plus brievement
par :

lim fx) = L

x—>

Cette définition suscite diverses remarques fon-
damentales que nous allons maintenant
expliciter.

Remarque 4.1 :
Les différents cas envisagés montrent que ’on

est amené a introduire les notions de limite a
gauche et de limite 2 droite.
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Remarque 4.2 :

Dans le cas ou « appartient au domaine de
définition de f, il est possible que la limite a
gauche, la limite & droite et f( « ) soient deux
a deux différentes (Fig. 1a).

Remarque 4.3 :

Dans le cas ol « appartient au domaine de
définition, il est possible que les limites & gau-
che et & droite soient différentes et que f( « )
soit égale a I'une d’entre elles (Fig. 1b).

Remarque 4.4 :

Dans le cas ol « appartient au domaine de
définition, il est possible que les limites a gau-
che et & droite soient égales mais qu’elles ne
le soient pas nécessairement a f(«) (Fig. 1c).

Dans les remarques précédentes, on retrouve
en fait les cas de discontinuité de 1™ espéce.
En s’appuyant sur ces diverses remarques on
est en mesure d’affirmer que pour qu’une fonc-
tion soit continue en un point o de son
domaine de définition il faut et il suffit que ’on
ait :

lim f(x) = f(«) = lim f(x)

x—=>O pnd 0

Dans la pratique on se sert de cette proposi-
tion pour exhiber une discontinuité en un point
ou on la soupconne d’exister. On détermine
alors les limites & gauche et a droite et on véri-
fie qu’au moins 'une d’entre elles est différente
de f( o).

Fort de ces différentes remarques, on se doit
maintenant de rectifier une imprécision appa-
rue a plusieurs reprises dans le chapitre Géné-
ralités sur les fonctions lors de la définition
méme de la continuité. En effet, il était dit qu’il
fallait déterminer ‘‘un intervalle I de |R con-
tenant o ...”” En fait, la définition rigoureuse
doit mentionner I’existence d’un intervalle I de
IR de centre o et non simplement contenant
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o . Cest d’ailleurs un tel intervalle ([ o« —1 ;
a +1] ) que ’on a exhibé dans ’étude de la
continuité de f(x) = kx*.

Dans la situation envisagée en 4, il est spécifié
que le point « n’appartient pas nécessairement
au domaine de définition de f. Il est absolu-
ment fondamental de saisir I'importance d’une
telle hypothése. En effet, dans bien des cas on
pourra alors étudier le comportement de f(x)
lorsque x tend (‘‘se rapproche’’) d’une valeur
en quelque sorte “‘interdite’’. En particulier on
verra que trés fréquemment la valeur de f(x)
devient arbitrairement grande. Par abus de lan-
gage, on parlera alors de limite infinie et on
écrira (par abus d’écriture) : (Fig. 2)

lim f(x) = o
x—

Dans la définition donnée en 4 I’expression
“‘quel que soit’’ figure en caracteéres gras ; cela
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afin d’insister sur le fait, qu’indépendamment
de la méthode d’approche de « par la varia-
ble x (suite (x.) quelconque convergeant
vers o ysur I \ { « }, 'image f(x) (suites des
images correspondantes f(x.)) se rapprochera
inévitablement de L.

5. 1er Bilan et mise en ceuvre des con-
naissances acquises

5.1 e Bilan

Nous savons désormais ce qu’est une suite con-
vergente et faire des opérations sur ces suites.
En outre, nous avons montré au § 4 comment
on pouvait définir la limite d’une fonction f en
une valeur « & partir des suites d’un sous-
ensemble I \ {«} du domaine de définition
de f, convergeant vers o.

A
f(a)

limite a droite

L1

limite & gauche

L2 b e . —

Fig. 1a : Limite & gauche, limite a droite et f(«) différentes deux & deux - DISCONTINUITE

13¢ complément
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Y A

limite a droite = L2 s m e - — -

limite & gauche = f(x)

v

Fig. 1b : Limite & gauche égale a f(o) mais differente de la limite & droite : DISCONTINUITE

A
y
foy |—=-—-—-—- —
|
Limite & gauche = limite a droite —- — - — =« — = —- ..|
I
N '
| | g
| I L
X' 0 a o b X
y

Fig. 1c : Limites a gauche et & droite egales mais différentes de f(or): DISCONTINUITE
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v

'Fig. 2 : Exemple de représentation d’une fonction vérifiant lim f(x) = + oo

5.2 e Mise en ceuvre des connaissances

5.2.1 Exemple :
Soit (X.) une suite convergeant vers 1.

® Quelle est la limite de la suite (y.) de terme
général y» = 3% ?

Pour répondre, il suffit de considérer la suite
(v2) comme étant le produit d’une suite (Uy)
de terme général U, = 3 qui converge trivia-
lement vers 3 par la suite (x.) qui, elle, con-
verge vers 1 par hypothése. Le § 3.1 nous dit
alors que la limite de (y.) sera le produit des
limites & savoir 3 X 1 donc 3.

e Quelle est la limite de la suite (z.) de terme
général z, = X.* ?

Pour répondre, il suffit maintenant de remar-
quer que (z,) peut étre considéré comme étant

X—~o

le produit de (x.) de limite 1 par elle-méme.
On en déduit donc (cf. 3.1) que la limite de
(z.) sera égale a 1 x 1 donc 1.

e Quelle est la limite de la suite (w.) de terme
général :

Wn = Yn + I/Zn?

La limite de (y.) est égale a 3, celle de (z)
étant 1 on en déduit que sa suite inverse de
terme général 1/z. admet Vinverse de 1, Cest-
a-dire 1 lui-méme, comme limite (cf. 3.3) et que
finalement la limite de (w.) est la somme des
limites (cf. 3.1) a savoir 3 + 1 donc 4.

e Quelle est la limite de f(x) = 3x + 1/%°
quand x tend vers 1 ?

On remarquera que 1 appartient au domaine
de définition de f qui est| R \ {0} puisque

. 13¢ complément
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0 est la seule valeur pour laquelle 1/x*> ne peut
étre calculée (la division par 0 n’ayant aucun
sens) ; 3x étant toujours calculable. On pourra
donc considérer par exemple les suites (Xn)
convergeant vers 1 sur le sous-ensemble du
domaine de définition I \ {1} pour
I = [1/2; 3/2). Eétude précédente nous per-
met donc d’affirmer que quelle que soit la suite
de ce sous-ensemble convergeant vers 1, la suite
des images correspondantes f(x,) convergera
vers 4. C’est ce qu’on exprime sous la forme :
f(x) tend vers 4 quand x tend vers 1. D’un point
de vue pratique cela signifie que quel que soit
le mode d’approche de 1 par la variable x,
Pimage f(x) se rapprochera de 4, ou encore :
Quelle que soit la distance arbitraire a laquelle
on désire se rapprocher de 4 a I’aide des ima-
ges £(x), il sera toujours possible de le faire en
imposant 4 x d’étre suffisamment proche de 1.
En outre, 1 appartenant au domaine de défi-
nition de f, le fait d’avoir pu choisir un inter-
valle [1/2 ; 3/2] de centre 1 sous-entend la con-
tinuité de f au point 1.

5.2.2 Exemple :

Soit (x.) une suite de [0 ; 2 convergeant
vers 1. '

e Quelle est la limite de la suite (u.) définie
par :

si X. appartient 4 [0 ; 1
si x. appartient a [1 ; 2]

Un = Xn
un=Xn_1

Nous allons montrer que la suite (1.) n’admet
pas nécessairement de limite, ou plus exacte-
ment que ’existence d’une limite éventuelle est
conditionnée par la nature méme de la conver-
gence de la suite (x.) vers 1.

1er Cas : A partir d’un rang N donné, tous les
termes de (X.) appartiennent a [0 ;1.

Dans ce cas nous savons que U. = X. donc la
limite de (u.) est égale a 1.

2¢ Cas : A partir d’un rang N donné, tous les
termes de (x.) appartiennent a [1 ; 2.
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Dans ce cas nous aurons u. = X. — 1 donc
la limite de (u)%séra égale 2 0.

3¢ Cas : Quel que soit le rang N donné a priori,
il existe un terme de (u.) de rang supérieur a
N appartenant & [0 :1 et un autre de rang éga-
lement supérieur a N appartenant a [1 ; 2].
Dans ce cas ‘‘pathologique’ les termes ua
s’accumuleront sur les valeurs 1 et 0 mais ni
I’une ni Pautre de ces valeurs ne correspond
alors a la définition d’une limite. On en déduit
alors que dans ce cas (1) n’admet pas de
limite.

® Quelle est la limite, lorsque x tend vers 1, de
la fonction définie par :

fx) = x
fx) =x -1

si x appartient a [0 ; 1.

si X appartient a [1 ; 2].

Dans le 3¢ cas, I’étude de la suite (u.) que
nous avons faite nous permet d’affirmer qu’il
n’est pas possible de déterminer un sous-
ensemble I \ {1} (I étant un intervalle de cen-
tre 1) du domaine de définition [0 ; 2] pour
lequel on puisse affirmer que quelle que soit
la suite (x.) de ce sous-ensemble convergeant
vers 1 la suite des images correspondantes
f(x.) convergera vers um nombre donné
(cf. 3¢ cas). Ce qui revient a affirmer que la
fonction f est discontinue au point 1 de son
domaine de définition (Fig. 3).

En revanche le 1¢r cas permet d’affirmer que
f(x) admet 1 comme limite & gauche et le 2°
cas que f(x) admet 0 comme limite & droite
(Fig. 3). On écrira :

lim f(x) = 1 lim f(x) = 0
x-1" x-1%
Ce qu’on lit :

‘“limite de f(x), quand x tend vers 1 par valeurs
inférieures, égale 1.”

““limite de f(x), quand x tend vers 1 par valeurs
supérieures, égale 0.”
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lim () = 1

x=1"

T T A

X’ lim f) = (1) = 0

x=1

>

y

Fig. 3 : Etude pratigue d’une discontinuité
6. Opérations sur les fonctions continues

Nous avons vu que la notion de continuité
d’une fonction était étroitement liée a celle de
la comvergence des suites. Nous allons donc
pouvoir énumérer des critéres de continuité qui
seront tres inspirés de ceux obtenus par les sui-
tes au § 3.

- Dans ce paragraphe, f et g sont deux fonc-
tions continues dont les domaines de défi-
nition seront respectivement notés D; et D,.

- L’ensemble des points appartenant conjoin-
tement a D; et D, s’appelle Pintersection de
D; et D,. On le note : D;[] D,.

6.1  Addition de deux fonctions continues

Pour tout point « de Dfﬂ D, f(«) +
g( « ) a un sens. On peut donc définir sur cet
ensemble la fonction notée s par :

s: IR——=1IR
X s(x) = f(x) + gx)

dont le domaine de définition D, est bien sir
I’ensemble D; D..

Nous pouvons alors affirmer : s est continue.

6.2 ¢ Produit de deux fonctions continues

Dans les mémes conditions qu’au § 6.1, il est
également possible de définir la fonction p par :

p: IR—=|R
X p(x) = f(x) X g(x)

13¢ complément
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dont le domaine de définition D, est encore
I’ensemble DrNDe.

Nous pouvons alors affirmer : p est continue.

6.3 e Inverse d’une fonction continue

Sur I’ensemble D, \ E (E étant Pensemble
des nombres réels x pour lesquels g(x) = 0) il
est possible de définir la fonction i par :

i: IR—=IR
X ix) = 1/g(x)

On remarquera une fois de plus que la divi-
sion par 0 n’ayant aucun sens, on est amené
a exclure du domaine de définition de i toute
valeur susceptible d’annuler g.

Nous pouvons alors affirmer : i est continue
(sous-entendu au sens de : Ne présente pas de
discontinuité sur son domaine de définition ;
étant bien entendu que la courbe représenta-
tive présentera quant a elle une discontinuité
pour chacun des éléments de E.).

6.4 ® Quotient de deux fonctions continues

Sur ’ensemble Dt (D, \ E), il est possible de
définir la fonction q par :

g: IR IR
X q®) = fx) / gx)

Avec les mémes précautions d’usage qu’au
paragraphe précédent, nous pouvons encore
énoncer : ¢ est continue.

7. 2e¢ Bilan et conséquences pratiques
des connaissances acquises

Nous sommes maintenant en possession d’un
critére de continuité relativement puissant. En
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effet, compte tenu du § 6, nous pouvons alors
énoncer :

7.1 e Proposition importante

Toute fonction numérique f obtenue par suc-
cession d’opérations élémentaires ( +, —, X,
/) de fonctions continues est elle-méme con-
tinue sur son domaine de définition.

D’un point de vue pratigue, il ressort de cette
proposition que dans bien des cas I’étude pra-
tique de la continuité d’une fonction se fera
suivant la démarche ci-dessous :

1°) Rechercher le domaine de définition de
la fonction (ce qui est de toute facon la
démarche habituelle car fondamentale).

2°) Chercher & montrer que la fonction étu-
diée est, sur son domaine de définition, le

‘résultat d’une succession d’opérations €lé-

mentaires sur des fonctions réputées
continues.

Exemple : Montrons que la fonction notée f
définie par : :

f: |[R—sIR
X fx) = x> —x3/(x = 1)

est continue.

1°) Recherche du domaine de définition de f.
On remarque que seul 1 n’aura pas d’image
car le calcul de f(1) nécessiterait une division
par 0 ; ce qui, répétons-le une derniére fois;
n’a aucun sens d’un point de vue mathéma-
tique. Le domaine de définition de f est donc :
IR \ {1} ¢’est-a-dire "ensemble IR “‘moins”
la valeur 1.

2°) Sur cet ensemble nous savons que f(x) est
obtenue par opérations successives élémentai-
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res (/ et —) sur les trois fonctions trivialement
continues notées fi, f; et f; définies par :

fi: IR IR

X fix) = x?
f2: IR IR

X - L) = X
fi: IR IR

X fixy = x — 1

~ Etant bien entendu que :
fx) = fi (x) — £2 X/ (x).

7.2 e Proposition

On insistera une fois encore sur le fait que la
continuité de f sur son domaine de définition
peut cependant s’accompagner d’une discon-
tinuité de la courbe représentative de la fonc-
tion ; c’est d’ailleurs ce qui se passera dans
notre exemple au point 1. Pour connaitre le
comportement de la fonction f au voisinage
de 1, 14 ou la fonction est définie, on est donc
amené 3 étudier la limite de f(x) lorsque x tend
vers 1. Or il faut savoir que le fait d’avoir dit
que les fonctions fi, f2, f5 étaient ‘‘triviale-
ment’’ continues laisse supposer qu’il existe
un intervalle I de centre 1 tel que pour toute
suite (x.) de I \ {1} convergeant vers 1, la
suite :

fi (xa) convergera vers fi (1) c’est-a-dire 1 ;
ou encore :

lim fi(x) = 1

x—1

f2 (xa) convergera vers f; (1) c’est-a-dire 1 ;
ou encore :

lim fx(x) = 1

x—1

f3 (xa) convergera vers f3 (1) c’est-a-dire O ;
on remarquera plus précisément que :
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lim fs(x) = 0~

x—~17

lim £ (x) = 0°F

x—=1

Comme toujours la démonstration compléte
d’une telle affirmation se fera & I’aide des pro-
positions du § 3. En fait, des fonctions de ce
type sont réguliérement utilisées et la démons-
tration de leur continuité sur |R est considé-
rée comme acquise une fois pour toutes. C’est
ce que nous avons signifié par ‘‘réputées
continues’’.

La proposition qui va suivre est également
importante car relative a une situation cou-
rante. Nous I’argumenterons simplement par
des considérations intuitives.

Soit g une fonction numérique. Il est équiva-
lent de dire :

*limlgx)| =0
x— O

*lim 1/ 1gx) | = oo
x—+ O

Cette proposition est en fait I’illustration
d’une constatation que nous avons tous faite
dés la communale lorsque nous divisions un
méme-dividende par un diviseur de plus en
plus petit. Le quotient devenant quant a lui
de plus en plus grand. Réciproquement, pour
que ce quotient devienne de plus en plus
grand, il fallait diviser le dividende fixé par
un diviseur de plus en plus petit. Par passage
a ’inverse, on démontrerait de méme :
Soit g une fonction numérique. Il est équiva-
lent de dire : ’

*limlgx) | = oo
x— O
*lim 1/ 1gx)| = 0
x—

En utilisant cette proposition, nous pouvons
alors montrer que la fonction f que nous étu-
diions précédemment vérifie :

lim f(x) = — o

x—17
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lim f(x) = + oo

x—1

En effet on a :

lim fi(x) =0~

x—1

qui équivaut a lim 1/f5(x) = — o
x—1 .

lim fi(x) = ot

x—1

qui, équivaut alim 1/6i(x) = + oo

x—1

Or la fonction f est définie par
f(x) = fi(x) — fox)/f5(x). En écrivant alors
f2(x)/f3(x) sous la forme du produit

f:(x) x 1/f:(x)
on peut alors remarquer que, d’une part, la

continuité de f; au point 1 nous améne a con-
sidérer qu’il existe un intervalle I de centre 1

tel que toute suite (x.) de I \ {1} conver-

geant vers 1 soit telle que la suite des images
fa(x.) converge vers (1), c’est-a-dire assure
Pexistence d’un nombre m > 0 tel que pour
n suffisamment grand on ait | £(x.) | > m, et
que d’autre part, la suite de terme général
1/ | fi(xs) | quant & elle devient arbitrairement

grande. On en conclut alors que pour tout n

on a:

|f2(Xn)| X l/lf‘j(Xn)l =2 m X l/lfB(Xn)l

Or le produit m x 1/ | f3(x.) | devient arbitrai-

rement grand (tend vers l'infini) quand x.
tend vers 1, c’est-a-dire quand n tend vers

I'infini. Insistons bien sur le fait que cela se pro- -

duit ainsi quelle que soit la suite (x.) conver-
geant vers 1 sur I \ {1}. On en déduit donc
que le produit | fx) |x 1/ f5(x) | tend vers
Iinfini quand x tend vers 1.

Partie 4 : Notions essentielies

En fait dans le but de ne pas noyer totalement
nos lecteurs, nous avons abordé la convergence
de ce produit en valeur absolue. A ’aide d’une
considération intuitive et élémentaire, nous
pouvons cependant rapidement remarquer que
pour x devenu suffisamment proche de 1 (donc
positif) fx) = x; sera ‘‘trés’’ proche de
f2(1) =1 (donc positif) ; cela quel que soit le
mode d’approche choisi. En particulier si x
tend vers 1~ (par valeurs inférieures),
1/f(x) = 1/(x — 1) restera négative et dans
ce cas f(x) = fi(x) — f(x)/f5(x) tendra vers
+ oo , tandis qu’elle tendra vers — oo si X
tend vers 1 T (par valeurs supérieures) ; ¢tant
bien entendu que fi(x) tendant vers 1, cette
valeur devient négligeable devant fx(x)/f3(x)
qui tend en valeur absolue vers Pinfini. La
figure 4 résume en quelque sorte les éléments
dont nous disposons a ce stade de I’étude de
la fonction.

Remarque a : Cette démarche, quelque peu
irritante pour les puristes, est cependant celle
que I’on emploie le plus couramment pour €tu-
dier une limite en un point ; sans prendre soin
de rejustifier rigoureusement chacune des affir-
mations intermédiaires nécessaires a la conclu-
sion. Comme nous I’avons plusieurs fois men-
tionné, nous nous voulons avant tout pratiques
et notre objectif prioritaire est de sensibiliser
nos lecteurs a certaines notions mathématiques
modélisant des notions physiques fondamen-
tales ; ’aspect qualitatif des notions abordées
restant notre souci majeur.

Remarque b : Le lecteur un peu plus familia-
risé avec les mathématiques aura certainement
remarqué que la fonction f peut €tre également
définie par f(x) = — x*/(x—1) et que son
étude n’en devient que plus simple. Le choix
que nous avons fait se justifie par le fait
d’introduire un terme supplémentaire dans
I’étude de la limite de 1.
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Fig. 4 : Comportement au voisinage du point 1 de f(x) = x2 - x3/(x—1).

8. Composition de fonctions
8.1 e Définition et généralités

La notion que nous allons aborder maintenant
est le modeéle mathématique d’un concept géné-
ral que I’on pourrait résumer par ’expression
“‘dépendre de... mais par I'intermédiaire de...”’.

Exemple 1 : La charge Q d’un condensateur
de capacité C aux bornes duquel Ia tension U
est fonction du temps t. Cette charge est donc
fonction du temps ‘‘par U'intermédiaire’” de la
_tension. En effet nous savons que ces grandeurs
sont liées a la relation Q = CU. Nous aurons
donc :

U
IR > | R
t U@)

» |R
QU®) =CUuMQ

Exemple 2 : L’énergie E emmagasinée dans ce
méme condensateur sera elle méme fonction du
temps t ‘“‘par P'intermédiaire’ de la tension U
puisque ces grandeurs sont liées par la loi physi-
que E = 1/2 CU?. Nous aurons donc :

U E
IR > | R = |R
t u®) EUQE) = 172 CU?

Il est fondamental de bien comprendre a tra-
vers ces deux exemples que, d’une part, dans
le 1¢r cas, U est une fonction de t, Q une fonc-
tion de U, et que la fonction déterminant la
capacité en fonction de t n’est pas Q mais une
fonction qu’on notera Q - U et que, d’autre
part, dans la 2¢ cas, la fonction déterminant
I’énergie en fonction du temps n’est pas E mais
la fonction notée alors E - U. ‘

13¢ complément
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On lit alors Q - U : ““Q rond U™,
De méme Eoc Uest lu: “F rond U,

Ces deux fonctions étant ce qu’on appelle dans
le jargon mathématique des compositions de
fonctions.

Remarque : En fait pour définir la notion
mathématique de composition de fonctions
nous nous sommes placés d’emblée dans une
situation volontairement confortable. Nous
avons en effet fait abstraction des problémes
de domaine de définition des différentes fonc-
tions. Il ne faudrait pas pour autant en con-
clure qu’il est toujours possible de composer
n’importe quelles fonctions entre elles. En
effet, le domaine de définition d’une compo-
sition g o f n’a & priori aucune raison d’étre le
méme que celui de f : exemple simple suivant
le prouve :

f:[R—=IR
t f(t) = 1/t
g :lR—=|R
X gx) = 1/(x-1)

On a alors Dr= | R\ {0} et D; =
IR \ {1}. Examinons alors le cas de t = 1.
On aura f(1) = 1/1 donc f(1) = 1 mais 1 n’a
pas d’image par g donct = 1 ne peut pas avoir
d’image par composition f suivie de g. Donc
le domaine de définition de g - f ne peut con-
tenir 1. f n’étant pas définie pour t = 0 ce
méme domaine de définition ne peut pas non
plus contenir 0. Cet exemple illustre le fait que
le domaine de définition d’une composition est
en fait plus “‘petit’’ que le domaine de défini-
tion de la 1r¢ fonction appliquée.

8.2 ¢ Composition de deux fonctions
continues
Nous allons maintenant énoncer un résultat
dont nous ne donnerons pas une démonstra-
tion mathématique rigoureuse mais en revan-
che une interprétation destinée 3 faire le lien
avec la notion physique pouvant lui
_ correspondre.
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Proposition 8.2 : La composition de deux
fonctions continues f et g sur leur domaine de
définition respectif est continue sur son
domaine de définition.

En effet, il suffit de se référer a la définition
de la continuité. Puisque f est supposée conti-
nue, cela signifie que pour tout point « du
domaine de définition de go f, donc de f
d’aprés la remarque ci-dessus, on a limite
fx) = t:( o ). :

" En d’autres termes f(x) tend vers f( « ) quand

x tend vers o . Mais g étant également conti-
nue g[f(x)] tendra vers g{f( « )] quand f(x) ten-
dra vers f( o) c’est-a-dire quand x tendra
vers a . Ce qui implique bien que g » f(x) tende
vers go f( @) pour tout point o de son
domaine de définition et donc par 14 méme la
continuité de g o f.

Cette proposition constitue en quelque sorte un
2¢ critére de continuité. En effet, pour démon-
trer gqu’une fonction est continue sur son
domaine de définition, on pourra éventuelle-
ment montrer qu’elle est la composition de
diverses fonctions continues sur ce domaine de
définition. Rappelons que le 1¢ critére de con-
tinuité était celui relatif aux fonctions obtenues
par succession d’opérations élémentaires
(+, —, %, /) sur des fonctions trivialement
continues sur le domaine de définition.

9. Fonction racine carrée

- 9.1 e Définition

Nous avons étudié dans un chapitre précédent
les fonctions paraboles. Considérons la plus
simple d’entre elles a savoir la fonction défi-
nie par :

f: I[IR——=R

X f(x) = x?

Nous savons :
— qu’elle admet | R comme domaine de
définition ;
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) = %2

v

Figure 5 : représentations graphiques de f(x) = x2 et f() = x.

— qu’elle est continue sur son domaine de
définition ;

— qu’elle est méme dérivable sur son domaine
de définition ;

Nous pouvons méme ajouter une propriété que
nous n’avions pas mentionnée : cette fonction
est paire. Ce qui signifie que tout antécédent
a méme image que son opposé. En effet, quel
que soit le nombre réel x on a
f(x) = x> = f(— x). On remarquera rapide-
ment que graphiquement cette propriété se tra-
duit par une symétrie de la courbe par rapport
a Paxe des images, a savoir 'axe y’y
(Fig. 5).

La fonction parabolique définie par f(x) = x?
nous permet d’associer a tout nombre réel un
carré. Réciproquement, il est légitime de se
poser la double question suivante : Soit y un
nombre réel quelconque, existe-t-il un réel x
dont y soit le carré c’est-a-dire vérifie

y = x*7

En regardant la représentation de la parabole
de la figure 5, on constate en lisant dans le sens
axe y’y vers axe x’x qu’en fait on peut tout
d’abord répondre que seules les valeurs de y
positives ont, non pas un, mais deux antécé-
dents. De ce fait si on veut respecter le carac-
tere univoque dans une fonction, on est con-
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duit a choisir une des deux branches de la para-
bole pour définir sa fonction réciproque sur
une partie des nombres réels. Le choix qui a
été adopté est celui relatif aux x également posi-
tifs. Nous pouvons d¢s lors énoncer :

la fonction racine carrée est la fonction de
domaine de définition| R* (ensemble des
nombres réels positifs ou nuls) qui a tout nom-
bre x de cet ensemble associe de mani¢re uni-
que un nombre réel également positif ou nul
noté x défini par x> = x.

En s’appuyant sur des considérations graphi-
ques, on peut affirmer que la fonction racine
carrée a les mémes caractéristiques que la fonc-
tion parabole sur | R* & savoir :

continuité, croissance, dérivabilité.

Remarque : Nous donnerons en annexe un
exemple de fonction composée utilisant la fonc-
tion racine carrée.

10. Formes indéterminées dans les cal-
culs de limites '

Nous allons dire quelques mots de I’aspect le
plus ardu de I’étude. Ce sujet a lui seul néces-
siterait indiscutablement un chapitre particu-
lier. Bien qu’il ne soit pas impossible qu’a
I’avenir nous nous résolvions a le traiter a
part, nous allons présentement en donner une
idée. Les formes indéterminées se présentent
en général dans les calculs de limites de fonc-
tions pour des points limite du domaine de
définition de la fonction mais n’appartenant
pas a ce domaine de définition ou lorsqu’on
fait ce qu’on appelle une étude a I’infini.

On se propose par exemple de déterminer la
limite de f(x) — g(x) lorsque x tend vers une
valeur a sachant que f(x) et g(x) tendent vers
+ oo .

Un premier réflexe serait de dire que
f(x) — g(x) tend donc vers co — oo & savoir
0. Montrons sur un exemple trivial qu’il n’en

est pas nécessairement ainsi. Prenons pour
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cela les fonctions f et g définies respective-
ment par f(x) = xet g(x) = x— 1. Il est clair
que f(x) — g(x) étant constante est égale a 1
sa limite ne sera pas 0 mais bien 1. On cons-
tate méme assez facilement que dans d’autres
cas la limite pourrait étre quelconque. On pré-
sente donc le cas oo — oo comme une forme
indéterminée puisque, & priori, on ne peut
déterminer la limite et qu’il faudra en géné-
ral pour cela avoir recours a un artifice
mathématique. On pourrait tout aussi faci-
lement & ’aide d’exemples montrer que les
formes suivantes sont aussi indéterminées :
0 X o0 00/ oo ;0/0.

11. Annexe

11.1  Démontrons la proposition 3.1 pour
donner un aper¢u d’une démonstration
mathématique sur les limites.

On traduit tout d’abord le fait que (u.) et
(vs) admettent respectivement u et v comme
limite.

Quelle que soit la distance d/2, il existe deux
nombres entiers naturels N: et N: tels que
pour tout entier naturel n vérifiant n > N
et n > N; on ait :

e —ul<d/2et lva —vi<d/2

Or en mathématiques on utilise trés fréquem-
ment une relation appelée inégalité triangu-
laire traduisant le fait que la somme des mesu-
res de deux c6tés d’un triangle est inférieure
ou au plus égale a la mesure du troisiéme cOté.
Sans plus d’explication, cette inégalité nous
permet d’affirmer ici que :

|(un“u) + (Vn'_V)lg
s —ul +lva —vi<d/2 + d/2 =d

pour tout n > sup (Ni, N:). En remarquant
que : :

| (un — u) + (Vo — v) | peut aussi s’écrire
| (us + va) — (U + V)| on en déduit que
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d’apres la définition de la convergence d’une
suite ou bien la suite (u» + va) qui tend vers
u + v.

11.2 ® Voici maintenant un exemple de fonc-
tion composée utilisant la fonction racine
carrée.

Considérons la fonction f définie par

f(x) = x— 1 et la fonction racine carrée que
nous noterons ici g. La composition g - f est
donc définie par :

gof(x) = x — 1 et admet "ensemble des
nombres réels supérieurs ou égaux a 1 comme
domaine de définition car x — 1 doit étre

Partie 4: Notions essentielles

positif ou nul pour pouvoir en déterminer la
racine carrée.

Théoréme des valeurs intermédiaires

Nous allons nous contenter de citer un théo-
réme fondamental relatif aux fonctions con-

' tinues et dont I’intérét pratique apparait cons-

tamment en mathématiques. Son interpréta-
tion pour une loi physique modélisée par une
fonction continue est souvent primordiale.

Soit f une fonction continue sur un intervalle
(borné ou non) et prenant les valeurs A et B.
Alors f(x) prend toutes les valeurs comprises
entre A et B.

13¢ complément
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Complément sur la dérivabilité

1. Introduction

Comme pour la continuité, nous avions
annoncé dans le chapitre généralités sur les
fonctions un complément d’information sur
I’étude pratique de la dérivabilité d’une fonc-
tion. Une fois encore nous nous contenterons
souvent d’énoncer certains résultats ou cer-
taines propriétés sans nécessairement les
démontrer en toute rigueur mathématique, la
priorité étant donnée a interprétation et I'uti-
lisation pratique de ces outils mathématiques.

2. KWustration de la notion de dérivée dans
le domaine des sciences physiques

Nous avons vu que la dérivée d’une fonction
en un point du domaine de définition de cette
fonction pouvait s’interpréter en termes
d’accroissement relatif limite (en un point) de
I’image par rapport a la variable (on parlera
aussi de taux d’accroissement limite). II est
bien évident que le concept d’accroissement
relatif ou taux d’accroissement est d’une
importance capitale dans le domaine des
sciences et en particulier celui des sciences
physiques qui nous intéresse au premier chef
dans cette revue.

2.1 Valeur moyenne

La vitesse moyenne n’est rien d’autre que le

taux d’accroissement de la distance par rap-
port au temps entre deux instants précis.

L’intensité moyenne de couramnt (2 ne pas con-
fondre avec I'intensité efficace), fort peu uti-
lisée d’ailleurs, est Ia variation de la charge
électrique traversant une section du conduc-
teur par rapport au temps entre deux instants
précis.

On pourrait méme avec une certaine audace
définir la température moyenne d’un corps
entre deux instants précis comme étant la
variation de la quantité de chaleur par rap-
port a la variation d’entropie.

L’inconvénient majeur d’une grandeur
moyenne réside dans le fait qu’elle ne donne
en fait aucune indication quant a I’évolution
du phénomene entre les deux valeurs de la
variable pour lesquelles elle a été déterminée.
Ainsi peut-on obtenir une vitesse moyenne de
80 km/h en parcourant 240 km en 3 h 4 une
vitesse constante, mais aussi en parcourant les
200 premiers kilomeétres en 2 h et les 40 der-
niers en 1 h. En fait, le propre d’une moyenne
est de remplacer une évolution quelconque
par une évolution linéaire de mémes condi-
tions initiales et finales, C’est bien ce que fait
un automobiliste lorsqu’il annonce une vitesse
moyenne : dans son esprit cette vitesse est
celle qu’il aurait di maintenir constamment
(de maniére linéaire par rapport au temps)

14¢ complément
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pour parcourir la méme distance entre les
deux mémes instants. En fait chacun sait que
seule la notion de vitesse instantanée refléte
de maniére fidéle I’évolution d’un trajet.

2.2 Valeur instantanée ou ponctuelle

Nous allons montrer sur un exemple comment
on peut passer du taux d’accroissement

moyen au taux d’accroissement pomnctuel
- grace a la notion de limite. Pour cela, imagi-
nons un solide assujetti a se déplacer sur une

courbe entre deux points M; et Mg. Soit My

la position du solide sur la courbe a Pins-
tant t. Nous allons définir ce qu’on appelle
- la vitesse instantanée du solide & I’instant t.
Pour ce faire, notons M; . la position du
solide & ’instant t+h... (Fig. 1). Pour une
valeur donnée de h il est alors possible de cal-
culter la vitesse moyenne du solide entre les
instants t et t+h. A ce niveau, une remarque
s’impose : pour I’automobiliste auquel il a été
fait allusion précédemment, la vitesse
moyenne serait la vitesse constante a laquelle
il devrait parcourir la distance curviligne (sur
la courbe-trajectoire) pour que, partant de
M, a linstant t, il puisse arriver en M 4.1 3
P’instant précis t + h. En fait, le mathémati-
cien appellera vitesse moyenne du solide entre
les instants t et t+h la vitesse constante 3
laquelle devrait se déplacer un solide, non pas
sur la courbe mais sur le segment M¢ M; 4 1,
pour que partant également de M; a ’instant

t, il puisse atteindre le point M; . 4 I’instant

t+h. La notion de moyenne n’est donc pas
véritablement remise en cause mais les
conditions dans lesquelles cette moyenne doit
étre réalisée différent malgré tout suivant 'un
ou ’autre des points de vue. En fait pour étre
précis, il faut parler de vitesse moyenne cur-
viligne et de vitesse moyenne au sens mathé-
matique traditionnel. Quel que soit le sens ol
on ’entend, la vitesse moyenne ainsi calcu-
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t+h’

Miih

Fig. 1 : Vitesse moyenne et vitesse instantanée :
illustration

lée dépend bien siir de ’instant t+h choisi.
Cependant il est certain qu’en choisissant des
instants t+h de plus en plus proches de t,
c’est-a-dire en faisant converger h vers O, les
vitesses moyennes déterminées caractériseront
alors de mieux en mieux le comportement du
solide au point M;. La limite de la vitesse

“moyenne du solide lorsque h tend vers O

s’appelle la vitesse instantanée du solide a
Pinstant t.

Si I’on devait résumer en une phrase, le plus
simple serait de dire qu’un taux d’accroisse-
ment ponctuel, c’est-a-dire en point particu-
lier du domaine de définition d’une fonction,
n’est rien d’autre que la valeur limite des taux
d’accroissement moyens au voisinage du
point considéré. Sous forme mathématique,
en considérant une fonction numérique notée
f nous aurions donc en un point o de son
domaine de définition :

i (O[) = lim f(Ol+h) - f(OZ)
h—-0O h
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On rappelle bien sfir que par définition le taux
d’accroissement ponctuel n’est rien d’autre
que la dérivée au point « et se note ().

La distinction entre vitesse moyenne curvili-
gne et vitesse moyenne au sens traditionnel
ne doit pas faire perdre de vue P’essentiel, &
savoir le passage de la notion de valeur
moyenne a celle de valeur ponctuelle par la
limite. A ce titre nous allons montrer ce qu’il
en advient dans le cas de Pintensité de
courant.

Considérons donc un conducteur sous tension
et attachons-nous plus particuliérement a une
section de ce conducteur & travers laquelle
nous somimes supposés capables a I’instant t
de mesurer la charge électrique I’ayant tra-
versée depuis un temps initial noté t,. Cette
charge est donc une fonction du temps dont
nous noterons Q(t) 'image a 'instant t. On
pourra d’ailleurs noter t =t, + h et nous inté-
resser & Q (to+ h). L’intensité moyenne entre
les instants tq et to+h est donc égale a :

Q(to+h) — Qfto)
h

De ce fait, ce qu’on appelle 'intensité de cou-
rant 2 P’instant t est par définition :

lim Qto+h) — Q(to)
h—O h

C’est-a-dire la dérivée Q’(to) de la fonction
du temps Q au point ty considéré. Pour tout
point t du domaine de définition de Q nous
pouvons ainsi éventuellement déterminer la
dérivée Q’(t) correspondant par définition a
la valeur de P’intensité du courant I a I'ins-
tant t considéré. Cette intensité est donc une
fonction I du temps définie par I(t) = Q’(t).
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3. Opérations sur les fonctions dérivables

Dans ce paragraphe nous allons nous conten-
ter d’énoncer certains résultats importants
dont les démonstrations ne présentent pas un
intérét primordial, démonstrations qui figu-
rent de toute facon dans une multitude
d’ouvrages mathématiques traditionnels.

Comme pour le cas des opérations sur les
fonctions continues, f et g désigneront dans
ce paragraphe deux fonctions dérivables dont
nous noterons Dy et Dy les domaines de défi-
nition respectifs.

3.1 Addition de deux fonctions dérivables

Soit o un point de Dr Dg pour lequel f et g
admettent une dérivée. Considérons la fonc-
tion s définie par :

s: IR — IR
X s(x) = {x) + g

Nous pouvons affirmer : s est dérivable au
point o et la valeur de la dérivée de s en a,
notée s’(a), vérifie :

() = P(o) + ()

3.2 Produit de deux fonctions dérivables

Considérons maintenant la fonction p défi-
nie par :

p:IR - IR
X px) = f(x) X g®)

Nous pouvons affirmer que p est dérivable
au point o et que sa dérivée f*(a) en ce point
vérifie :

p’@) = Pla) X gl + (@) X g'(a)
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On remarquera que la dérivée en un point
n’est absolument pas égale au produit des
dérivées en ce point.

3.3 Dérivée de P’inverse d’une fonction
Considérons la fonction i définie par :

i:IR — IR
X ix) = 1/{(x)

Nous pouvons affirmer que si la fonction f
est dérivable en un point « alors la fonction i
sera elle-méme dérivable en ce point et la
valeur i’(a) de cette dérivée vérifiera :

@) = — Po) /£2(a)

La dérivée de I’inverse n’est absolument pas
égale a P’inverse de la dérivée.

3.4 Quotient de deux fonctions dérivables
Considérons enfin la fonction q définie par :

q:IR -~ IR
X q® = fx)/e®)

Nous pouvons affirmer que si f et g sont déri-
vables en un point o alors q sera elle aussi
dérivable en ce point et la valeur g’ o de cette
dérivée vérifiera :

@ = () glo) — f(e) g(@) ) /g2 (o)

La dérivée d’un quotient n’est absolument pas
égale au quotient de la dérivée.

4. Ecriture différentielle d’une dérivée

Nous allons maintenant introduire de maniére
formelle une notation qui aura ’avantage de
mieux illustrer la notion d’accroissement rela-
tif dont la dérivée découle. Pour ce faire, nous
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utiliserons le symbole A pour indiguer un
accroissement entre deux valeurs ponctuelles
et le symbole d pour signifier un passage a
la limite. Illustrons nos propos a Paide de
Pexemple 2 précédent :

Nous avions donc la variable t qui subissait
un accroissement h. Nous pouvons donc
écrire :

h = (to +h) — t, et nous noterons h sous la
forme At pour indiquer qu’il s’agit d’un
accroissement.

De ce fait, ’image de la fonction Q subissait
un accroissement égal & Q(to+h) — Q(ty)
gu’on peut aussi noter :

Q(to + At) — Q(ty) ou encore AQ pour indi-
quer qu’il s’agit également d’un accroisse-
ment. L accroissement relatif précédemment
noté

Qlto+h) — Q(to)
h

se notera alors :

aQ
At

Quant a la limite de ce taux d’accroissement
lorsque h tend vers 0, ¢’est-a-dire par défini-
tion la dérivée de la fonction Q au point t,,
on la notera :

4Q (1)
dt

Ce qui signifie que dans la pratique on note-
rait la dérivée de Q au point t, sous ’une ou
Pautre des formes équivalentes suivantes :

4Q ¢
dt

Q’(ty) ou
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Ce qu’on peut en fait résumer par :

Q(t,) = hm 2Q

t—ty At
ou alors
Q) = 92 ¢,
dt

Nous allons montrer maintenant D'intérét
pour le physicien d’utiliser I’écriture dite dif-
férentielle de la dérivée. Pour cela commen-
cons par remarquer qu’affirmer que Q’(ty)
est la limite du taux d’accroissement quand
At tend vers 0 signifie que ce taux d’accrois-
sement peut s’écrire :

AQ = Q'(to) + €lto, AD

At
avec

lim  €(to, At)
At—0

Ce qu’on peut encore écrire sous la forme :

AQ = Q’(ty) X At + Atxe (tg, At) 1

On comprend alors que I’écriture différen-
tielle de la dérivée sous la forme

Q(ty) = 9Q
dt

nous améne a écrire de maniére formelle :
dQ = Q’(te) x dt )

et en comparant (1) et (2) a considérer que
dQ n’est rien d’autre qu’une approximation
de AQ lorsque, pour un accroissement de la
variable At = dt devenant infiniment petit,
on néglige le terme At X €(to, At), dans (2).
En effet ce terme étant le produit de deux infi-
niment petits devient en quelque sorte rapi-
dement négligeable par rapport au terme
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Q’(to) X At qui lui n’est que le produit d’une
constante Q’(to) par un infiniment petit At.

EN RESUME : On peut dire que dQ est une
valeur erronée de AQ ; erreur, précisément
égale 3 At X € (to, At), devenant négligeable
lorsque At devient lui-méme « quasiment »
nul.

Ces considérations sont fort utiles dans le
domaine de la physique relatif aux calculs
d’erreur et d’incertitude, domaine dont on
peut dire que ’objectif essentiel est d’ajuster
la théorie a la pratique de maniére fiable mais
aussi la plus économique possible. C’est donc
aussi de la finesse d’un calcul d’erreurs que
découle directement le succés d’un « pro-
duit » technologique.

Nous allons maintenant, & I’aide d’un calcul
formel, donner une autre formulation des
résultats obtenus au §3. Cette nouvelle for-
mulation présentant précisément un intérét
certain dans le domaine du calcul d’erreur.

5. Expressions des dérivées élémentaires
sous formes différentielles

Nous nous considérons implicitement repla-
cés sous les mémes hypothéses qu’au §3.

5.1 Dérivée d’une somme de deux fonctions
dérivables

Nous obtenons alors pour la somme s au
point o :

ds _ df , dg
dx dx dx

D’on aprés multiplication (formelle) des deux

‘membres par dx : :

ds = df + dg (5.1)

14¢ complément



[ Partie 4 Chapitre 10.7 page 6

Les bases de calcul en électronique et informatique

10.7 Compliément sur la dérivabilité

5.2 Dérivée d’un produit de deux fonctions
dérivables

Nous obtenons pour le produit p au point « :

dp _ df o | dgy
dx dx dx

D’oun aprés multiplication (formelle) des deux
membres par dx :

dp = gdf + fdg (5.2)

5.3 Inverse d’une fonction dérivable
Nous obtenons pour i au point o :

4 df

dx dx
D’ot aprés multiplication (formelle) par dx :

di = — df / 2 (5.3)

5.4 Dérivée d’un quotient de deux fonctions
dérivables

Nous obtenons pour q :

D’ou aprés multiplication (formelle) par dx :

dg = (g df — fdg) / g2 (5.4)

6. Dérivées d’ordres supérieurs

Nous avons vu dans ce chapitre que la déri-
vée en un point d’une fonction f était elle-
méme une fonction f* [exemple I(t) = Q’(t)].
A ce titre, cette fonction f* peut admettre une
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dérivée en certains points qu’on appellera
dérivée seconde de f et qu’on notera f*’. Etant
donnée une fonction quelcongue, on peut
donc étre amené a envisager ce qu’on appelle
la classe de régularité de cette fonction, c’est-
a-dire tout simplement ’ordre de la dérivée
supérieure admise par cette fonction. On par-
lera par exemple d’une fonction de classe C2
lorsque cette fonction est deux fois dérivable
et que sa dérivée seconde est continue. Nous
allons maintenant énoncer un théoréme tres
important qui constitue en quelque sorte un
trait d’union entre les deux notions fonda-
mentales que sont la continuité et la dériva-
bilité.

6.1 Théoréme

Toute fonction dérivable en un point de son
domaine de définition y est nécessairement
continue.

En effet, soit f une fonction de la variable t
dérivable en un point « de son domaine de
définition. Nous avons vu au §4 que cela
signifiait que I’on pouvait écrire pour tout
point o+ At d’un intervalle I de centre o :

Af = P(a) XAt + AtXe(a, at)
avec
lim € (aAt) = 0
At—0

Ce qui signifie bien que Af tend vers 0 avec
At, donc que f(x) admet f(o)) comme limite
lorsque x tend vers . D’o11, par définition,
la continuité de f au point o ou elle est
dérivable.

- Mais ATTENTION la réciproque de ce théo-
- reme est fausse. En d’autres termes, cela signi-
- fie que pour une fonction le fait d’étre

continue en un point n’implique nullement la
dérivabilité en ce point. Il suffit de considé-
rer le cas classique de fonctions du style
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« dents de scie » pour lesquelles les dérivées
a gauche et a droite différent pour les points
correspondant aux « pointes » (extréma
locaux). (Fig. 2). :

6.2 Théoréme

Nous allons énoncer un second théoréme trés
important qui aurait fort bien pu figurer dans
le chapitre sur la continuité mais dont I'utili-
sation dans le cas des dérivées continues jus-
tifie ce différé.

Toute fonction continue sur un intervalle
[a, b] est nécessairement bornée.

On rappelle qu’une fonction f est dite bor-
née sur tout ou partie de son domaine de défi-
nition si elle reste inférieure en valeur absolue
4 un nombre fixe. En d’autres termes, il doit
exister un nombre M tel que, pour tout nom-
bre x de la partie considérée du domaine de
définition, on ait | f(x) | <M. (Fig. 3).

ATTENTION. L’hypothése faite sur le seg-
ment [a, b], c’est-a-dire un segment ferme
(extrémités comprises), est absolument fon-
damentale sous risque de voir le théoréme pris
en défaut (Fig. 4).

6.3 Théoréme des accroissements finis

Le troisiéme théoréme que nous allons men-
tionner maintenant va nous permettre de
majorer, dans certaines conditions par ailleurs
trés fréquentes, ’erreur Af commise sur
I’image d’une fonction f consécutivement a
une erreur Ax=h de la variable dont
dépend f.

Soit f une fonction de la variable x admet-
tant une dérivée bornée par un nombre M sur
un intervalle [a, b]. On peut alors affirmer
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Fig. 2 : Exempile de fonction continue non dérivable

()

Fig. 3 : Exemple de fonction continue bornée

F(x)

\+®

Pl — e ——

Fig. 4 : Exemple de fonction continue non bornée

{(intervalle ouvert)
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que pour tout x de [a, b] et tout h permet-
tant de conserver x+h dans [a, b, on a :

If(x+h) — fx)| < Mxh

On remarquera que si la dérivée est continue
sur [a, b] les hypothéses sont a fortiori res-
pectées.

Notre objectif n’est pas ici de démontrer ce
théoréme mais de montrer comment on peut
I’utiliser pour justifier certaines démarches
dans les calculs d’erreur.

6.4 Probléme 1 : calcul d’erreur (méthode
empirique)

Forts de ce résultat, nous allons pouvoir expli-
citer la démarche utilisée lors d’un calcul
d’erreur. Pour cela considérons une grandeur
G obéissant 3 une loi physique dans laquelle
intervient une autre grandeur notée x dont la
détermination est entachée d’une certaine
incertitude qu’on est en mesure d’évaluer.

Connaissant la loi physique liant x a G, c¢’est-
a-dire une fonction définie par une expression
de G(x), nous aimerions déterminer I’impact
sur G(x) de ’erreur commise sur x ¢’est-a-dire
en déduire une incertitude résultante sur G.
Nous supposerons en outre que la fonction
G admet effectivement une dérivée bornée sur
un intervalle fermé de centre x suffisamment
grand. Nous appliquons alors le théoréme 5.3
et nous obtenons une majoration de I’erreur
AG sur G(x) :

IAG I < MX [Ax |

M étant la borne de | G’(x) | sur Pintervalle pré-
cédemment considéré.

En fait a ce stade du raisonnement, il est fon-
damental de bien comprendre que cette majo-
ration de ’erreur AG réellement commise sur
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G est bien naturellement inutilisable d’un
point de vue pratique puisque faisant inter-
venir I’erreur réelle Ax commise sur la varia-
ble x; erreur qui nous est évidemment
inconnue puisque étant 3 I’origine méme de
notre probléme.

Cependant ce qui importe le plus a 'ingénieur
ou au technicien, c’est en quelque sorte de
déterminer un seuil d’erreur sur G, c’est-a-
dire un encadrement dans lequel il pourra
assurer ’existence de la valeur réelle de G ;
encadrement qu’il aura intérét a avoir le plus
fin possible pour des raisons d’ordre techni-
que (inertie) ou économique (cofit de pro-
duction).

Dans la pratigue on pourrait donc obtenir une

‘majoration de | AG |2 I’aide de I’inégalité ci-

dessus a partir d’une majoration del Ax | four-
nie, soit par un constructeur si x reléve d’une
mesure obtenue sur un appareil digital, soit
d’une « compilation » d’erreurs évaluées de
maniére pour le moins empirique dans le cas
d’un autre type de mesure. En fait pour obte-
nir une majoration de | AG lon se contente
souvent de la déterminer par le produit | G’(x)l
X | Ax | en prenant soin de majorer | Ax| (incer-
titude) et de majorer éventuellement |G’ (x)|
en espérant ainsi obtenir par continuité hypo-
thétique de f* une valeur M sur un intervalle
de centre x par ailleurs mal défini par rapport
aux hypothéses du théoréme. Cette méthode
pour le moins surprenante pour le mathéma-
ticien donne cependant des résultats satisfai-
sants tant que le calcul d’erreur ne nécessite
pas une précision de tout premier ordre. Par
ailleurs, pour effectuer ce genre de majora-
tion, le physicien n’a effectivement besoin que
d’une égalité du type dG = G’(x) X dx sur
laquelle il pratiquera un passage en valeur
absolue et les majorations signalées précédem-
ment sur chacun des facteurs.
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6.5 Probléeme 2

Pour conclure, il reste un point d’utilisation
beaucoup plus intéressant de la majoration
obtenue ci-dessus gue nous ne pouvons pas
négliger. En effet, cette inégalité nous permet
de déterminer ’erreur maximale que I’on peut

s’autoriser a commettre sur la grandeur x-

sachant que I’erreur répercutée sur G nous est
imposée. En effet supposons que nous nous
imposions une imcertitude 6 sur la grandeur
G. Quelle doit-étre incertitude sur x pour
que notre objectif soit atteint ? Pour répon-
dre & cette question, considérons la majora-
tion de | AG | obtenue précédemment :

IAG | < M X |Ax |

On peut donc affirmer que ’objectif sera
atteint si |Ax |vérifie a fortiori 'inégalité
suivante :

lAx | < 6/M

Et est compatible avec ’intervalle de centre
X initialement déterminé.

En fait, il faut également savoir qu’il existe
une forme du théoréme 5 a Pordre 2.

Soit f une fonction de la variable x admet-
tant une dérivée seconde bornée par un nom-
bre M sur un intervalle [a, b]. Alors :

fx+h) — f(x) - &) | < Mh2

pour tout x de [a, b] et tout h tel que x+h
appartienne a [a, b].

On remarquera que si la dérivée seconde est
continue sur [a, b] les hypothéses sont & for-
tiori respectées.
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6.5 Remarque

Nous avons eu & plusieurs reprises I’occasion
de formuler la dérivabilité d’une fonction f
sous la forme suivante :

f(x+ Ax) — f(x) = P(X) X Ax + Ax X €(x, Ax)
avec
lim e(x, Ax) = 0
Ax—0

Ce qui nous permet d’écrire :

[fx+Ax) — f(x) - PEIXAx | =
IAX X € (%, Ax) |

Or la quantité exprimée au second membre
de cette égalité est précisément I’erreur que
I’on commettrait en valeur absolue lorsque
I’on identifierait Af avec f’(x) X Ax pour
Ax=dx dans la formulation :

df = ’(x) X dx

Le théoréme 5.3 (& 'ordre 2) nous permet
donc d’affirmer que sous les conditions requi-
ses I’erreur faite, en quelque sorte sur Perreur
elle-méme, serait inférieure en valeur abso-
lue (abstraction faite du signe) M xh2. On
peut en outre écrire, en appliquant ce qu’on
appelle I'inégalité triangulaire, la majoration
suivante : '

|Af | =
I Px)Ax + Ax€ (x, Ax) 1 < 1P(x) 1 Ax | +
|Axe (x, AX) | < 1P°(x) | Ax | + MAx2
D’otu en résumé :

Af | < 1P°(x) I Ax | + MxAx2

Avec cette majoration a I’ordre 2, le probléme
2 prend une forme certes moins simple mais

14¢ complément
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permet une meilleure précision dans la déter-
mination de Pincertitude sur G. On obtient
alors dans les mémes conditions :

M x|AX |2 - G X |Ax]—- 6 <0

La résolution de cette inéquation dite du
second degré & une inconnue se faisant de
manic¢re graphique ou algébrique (cf.
Annexe 1).

7. Dérivation d’une fonction composée

Comme nous I’avons fait lors de I’étude de
la continuité, nous allons envisager mainte-
nant le cas fondamental d’une fonction qui
en quelque sorte admet comme variable une
autre fonction. C’est ce que nous appelons
une fonction composée.

IR f IR g IR
X ~ f(x) - g(Ex=)
Exemple
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Rappelons que la fonction composée notée
g°f est une fonction admettant comine
domaine de définition tout ou partie du
domaine de définition de f et qui est définie
par :

g° f(x) = g(f(x)

Enoncgons maintenant un théoréme trés
important par ses conséquences pratiques
dans la recherche de la dérivée d’une fonc-
tion en un point. ‘

Soit g ° f une fonction composée de deux
fonctions numériques f et g respectivement
dérivables aux points x et f(x), alors g ° f est
dérivable en x et on a :

(g ®) = £ ®xg ()

Voici deux exemples de fonctions courantes
pour lesquelles la dérivée peut étre facilement
déterminée grice & ce théoréme.

g f(x) = fxym
exemple : u(x) = 2+1)3

g f(x) = 1/{(x)
exemple : u) = 1/(x3—- 2x+1)

(g°® = mi(xm-1 x f(x)
wE) = 30X+1D2 X 2 = 62X +1)2

gY@ = — Vi 2x{(x)
vUE) = — 1/(x3 - 2x+1)2 x (3x2-2)

On pourra par ailleurs remarquer que le
second exemple peut étre considéré comme un
cas particulier du premier en prenant m= — 1
et en « admettant » la notation suivante :

1 .
—— se note par convention u—m
i keet

Nous allons maintenant utiliser le théoréme
dans un cas particulier qui s’avérera lui aussi
fort fructueux.

Considérons les fonctions f et g définies par :

f: IR+ IR+
X fx) = x
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g: IR+ [R+
X g(x) = x2

La fonction composé g ° f est donc définie
par :

r+ I R+ B R+
X fx) = x g(x) =x
On a donc :
gef:IR+ IR+
X g ° f(x)
=X

Ce qui, compte tenu du théoréme sur la déri-
vation des fonctions composées, nous permet
d’écrire : '

e =1
et g(f(x)) X 'x) = 2 \/_)_( X °(x)

d’ou finalement :

2/x x ) =1
c’est-a-dire :
_r
2,/x

Ce qui nous permet de déterminer 1’expres-
sion de la dérivée de la fonction racine car-
rée en un point. Ce que nous venons de faire
dans le cas particulier de cette fonction se

généralise a toute fonction admettant ce
qu’on appelle une fonction réciprogue.

f(x) =

On dit que deux fonctions sont réciproques
si elles vérifient :

g fx) = x

pour tout x du domaine de définition de f .

et fegx) = x
pour tout x du domaine de définition de g
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Fig. B : Fonctions réciprogues

On remarquera facilement que deux fonctions
réciproques ont des représentations graphi-
ques symétriques par rapport & la premicre
bissectrice (Fig. 5).

On peut alors énoncer :

Soit f une fonction admettant une fonction
réciproque g. Alors en tout o ou f admet une
dérivée () #0 on a ¢

gf(@) = 1/f(a)

On remarquera précisément qu’a tout point
ot la dérivée de f s’annule, donc_existe, on
peut associer un point ou, en revanche, la
dérivée de g m’existe pas.

8. Annexes
Annexe 1 : Inéquations du second degré

On a vu dans le chapitre consacré aux équa-
tions du second degré que toute expression
f(x) = ax®>+bx+c pouvait se mettre sous la
forme f(x) = a[x+(b- A)/2a]
[x+(b+ \/ A)/2a] dans laquelle le discrimi-
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nant A est égal a b>—4ac. On rappelle égale-
ment que ’on note :

x; = —(b+\/ A)/2a
etxy = —(b—/ A)/2a

Ce qui permet d’écrire f(x) sous la forme :
f(x) = a(x—x7) (x—x2)

On notera que xj et Xy sont les racines de

I’équation f(x) = 0 ou encore, d’un point de

vue graphique, les abscisses des points ou la
parabole coupe ’axe x’x.

Résoudre une inéquation du type ax>+bx+c¢-

< 0, c’est rechercher ’ensemble des valeurs
que peut prendre la variable x pour que I’iné-
galité soit effectivement vérifiée.

D’un point de vue graphique, I’interprétation
d’une telle résolution est quasi immédiate. En
effet, les solutions sont tout évidemment les
-abscisses pour lesquelles f(x) sera négative
donc celles correspondant aux points de la
courbe de coordonnées (x, f(x)) situées sous
Paxe x’x.

Nous allons montrer maintenant qu’en fait
il est nullement nécessaire de représenter gra-
phigquement la fonction f pour résoudre une
telle inéquation. Nous proposerons pour cela
une méthode de résolution algébrique on ne
peut plus classique et élémentaire. En effet
pour résoudre cette inéquation on est ramené
a étudier le signe de f(x)=ax—x1) x—x»)
qui n’est autre qu’un produit. Or le signe d’un
produit est entiérement déterminé lorsqu’on
connait le signe de chacun de ses facteurs.

Etude du signe de a :
a étant connu, il suffit de constater.

Etude du signe de (x—x1).

11 suffit de vérifier que x —x; <0 équivaut a
X< X1 '
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Etude du signe de (x—x3)
Comme précédemment nous aurons
x—x3<0 équivalent a x<x3.

On résume en général tout cela dams um
tableau du type suivant :

X — X X; +o
X =X - + +
X=X -~ - +
Sia>0 + + +
fix) + - +
Sia<0 - - -
f(x) - + -

Ce qu’on peut encore exprimer sous la
forme :

Un trinéme du second degré ax2 +bx + ¢ est
du signe de a pour les valeurs de x extérieu-
res aux racines et du signe opposé a a pour
les valeurs de x comprises entre ces racines.

Considérons alors le probléeme suivant (réso-
nance série) :

On se propose d’étudier a I’ordre 2 I’incerti-
tude que I’on peut s’autoriser sur la fréquence
mesurée égale a N dans le circuit ci-dessous
sachant que P’incertitude sur I'impédance Z
doit étre égale a 6.

C
A 1 D
' |
L
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La loi physique liant la fréquence ra I’impé-
dance Z est la suivante :

Z = R2 + Qxls — 1/27Cp?2
On applique alors la majoration
|AZ| < 1ZP(N) Al + M IAEI2

sur un intervalle de centre N « arbitrairement
choisi » sur lequel on détermine la borne M
de1Z’(p)| et on résoud alors en | Af:

|Z2(N) 1 Afl + MIAEI2 £ 6
c’est-a-dire :
MIAEI2 + [Z2(N) 1ALl — 6 < O

dans laquelle M, Z’(N) et é sont des données.
On étudiera I’inéquation suivante :

Mx2 + [Z7(N)Ix — 6 < O
et on symétrisera ’ensemble des solutions
positives.
On pourrait, par ailleurs, démontrer facile-
ment que I’équation :

Mx2 + 1 Z2(N)Ix — 6 =0
admet toujours deux racines de signes
opposés.

En dernier lieu, il faudra tout de méme véri-
fier que le domaine solution déterminé est

Partie 4 : Notions essentielles

compatible avec celui sur lequel |Z°(s) | est
effectivement inférieur 3 M. Sur ce domaine
on a alors :

IAZ] < Mx2 + 1Z2(N)Ix < &

Annexe 2

A TYordre 1 I’étude précédente nous aurait
amenés a écrire que :

IAZ | < M? 1AxI < 6
D’ou la solution :
lAx| € 6/M
Pour laquelle se posera aussi le probléme de

la compatibilité avec le domaine sur lequel on
a garanti 1 Z°(p)| < M.

On pourrait aussi montrer, sans pour autant

. faire appel & des connaissances mathémati-

ques d’un trés haut niveau, qu’il existe un
domaine pour lequel la méthode a ’ordre 2
donne davantage de « souplesse » que la
méthode a Pordre 1 quant au choix de | Ax|
pour un 6 donné. Le lecteur intéressé pourra
s’inspirer de I’étude précédente pour 'un et
Pautre cas et envisager une illustration gra-
phique des résultats ainsi obtenus.

Les méthodes évoquées ci-dessus peuvent par-
faitement faire I’objet de résolution par voie
numérique ne soulevant pas de probléme de
programmation insurmontable.

14¢ compiément
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Fonctions circulaires

1. Introduction

Nous avons défini et exploité dans les précé-
dents chapitres des fonctions dont I’expres-
sion analytique de I’image était principa-
lement obtenue a I’aide d’ opérations élémen-
taires sur la variable. Nous avons en outre
apporté une attention toute particuliére & un
type de fonction différent, a savoir la fonc-
tion racine carrée.

Les fonctions circulaires que nous allons étu-
dier dans ce chapitre sont indubitablement
fondamentales dans le domaine des sciences
physiques. Leurs définitions nécessitent
Papport de considérations géométriques.
Fidéles a notre souci de ne pas étouffer nos
lecteurs sous un formalisme malvenu dans
cette revue, nous nous permettrons certaines
libertés tant au niveau de I’écriture que de cer-
taines définitions.

2. Cercle trigonométrique

Lors de I’étude de fonctions, nous avons vu
que la représentation graphique s’obtenait
dans ce qu’on a coutume d’appeler un plan
rapporté a un repére orthonormé ; c’est-a-dire
un systéme de deux axes orthogonaux en un
point 0, appelé origine, et gradués avec la
méme unité. On appelle cercle trigonométri-
gue ou encore cercle unité le cercle de centre
0 et de rayon égal a I’unité de graduation,
étant entendu que toutes les longueurs que

nous déterminerons dans le plan le seront a
Paide de cette unité.

Nous considérons en outre que le plan dans
lequel nous travaillons est orienté, c’est-a-dire
gu’on a convenu d’un sens de parcours appli-
cable & tout cercle de ce plan. La convention
habituelle est celle qui associe le sens positif
au sens inverse des aiguilles d’une montre et
naturellement le sems négatif au sens des
aiguilles d’une montre (Fig. 1).

3. Mesure d'un angle en radians

Considérons I’angle (Ox, Ot) défini par les
demi-droites Ox et Ot de la figure 2. On

+

P e
i
/

Fig. 1 : Cercle trigonométrique et orientation du
plan.
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Fig. 2 : Mesure d’un angle en radians.

appelle mesure en radians de cet angle la lon-
gueur de I’arc de cercle IM. Plus généralement
on peut méme affirmer que cette mesure est
égale a la longueur de I’arc de cercle lorsqu’on
utilise le rayon de ce cercle comme unité de
longueur.

On sait que le périmeétre d’un cercle s’exprime
en fonction de son rayon et qu’il est égal a
2 fois ce rayon. On en déduit donc qu’un
angle de 360° aura une mesure en radians de
27w. On peut donc établir rapidement le
tableau de conversion relatif aux angles
remarquables (frégquemment utilisés).

Mesure en degrés Mesure en radians
360° 27 rd
180°  rd
120° 27/3 rd
90¢° x/2 rd
60° «/3 rd
45° /4 vd
30° /6 rd

Partie 4 : Notions essentielies

4. Angles orientés

Supposons que nous cherchions un moyen de
définir la position d’une demi-droite Ot par
rapport a la demi-droite Ox. Deux possibili-
tés s’offrent & nous. .

Ot a été obtenue en faisant tourner Ox de o
radians dans le sens positif.

Ot a été obtenue en faisant tourner Ox de
27—« radians dans le sens mégatif (sens
rétrograde).

Grice a Porientation que nous avons faite du
plan, nous allons maintenant introduire la
notion d’angle orienté fort utile en physique
(déphasage). En effet, nous avons maintenant
la possibilité de distinguer clairement I’angle
(Ox, Ot) de P’angle (Ot, Ox) ; cette distinc-
tion devant naturellement se traduire au
niveau de leurs mesures. Ainsi si I’angle posi-
tif (Ox, Ot) a une mesure « alors Ia mesure
de (Ot, Ox), parcouru positivement, sera égale
al2r—oao. :

Cependant il est tout aussi naturel de consi-
dérer I’angle (Ot, Ox) parcouru négativement.
On doit alors lui affecter la mesure négative
— o pour définir une addition des angles (1)
et une addition des mesures (1°) a I’aide de
la relation de Chasles :

(Ox, Ot) + (Ot, Oz) = (Ox, Oz) 4]

mes(0x, Ot) + mes(Ot, 0z) = mes(Ot, Oz)(T)

On remarque alors que cette relation nous
améne & considérer les mesures des angles
comme étant nécessairement définies & un cer-
tain nombre de fois 2%. En effet si I'on
reprend ’exemple de I’angle (Ot, Ox) on a vu
que sa mesure pouvait étre 27 — « (sens posi-
tif) ou — o (sens négatif). En fait il faut noter
que le role fondamental de la mesure est de
préciser la position relative des droites Ox et
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Ot et qu’une différence de k fois 27 (k entier
relatif) traduit simplement le fait que cette
position a été finalement obtenue aprés un
nombre k de tours de cercle.

SiP’on considére maintenant les mesures posi-

tives (sur un tour de cercle) de (Ox, Ot) et (Ot,

Ox) on est conduit a écrire que :
mes(0Ox, Ot) + mes(Ot, Ox) = 27 2)

On en déduit donc gu’une au moins des deux
mesures est nécessairement inférieure ou égale
a w (sinon leur somme serait supérieure a 27).
Il en découle que pour tout angle il existe une
mesure nécessairement inférieure en valeur
absolue & 7. Nous appellerons cette mesure
la détermination principale de I’angle consi-
déré (cf. : fig 3) ; intérét de la détermina-
tion principale est donc d’étre, parmi toutes
celles d’un méme angle, la mesure s’expri-
mant avec la valeur absolue la plus petite.

On peut finalement écrire quei:
mes(0x, Ot) = p + K27 3)

p étant la détermination principale de ’angle
(Ox, Ot).

k étant un nombre entier positif si I’on tourne
dans le sens positif ou négatif dans le cas
contraire.

On remarquera que la formule (3) permet bien
d’attribuer a tout angle (Ox, Ot) non seule-
ment les deux valeurs précédemment signa-
lées, mais une infinité, différant deux a deux
d’un nombre entier relatif de fois 2.

Par la suite, lorsque I’occasion se présentera,
nous ne manquerons pas de faire ’abus de
langage banalisé qui consiste & confondre un
angle et sa mesure ; en particulier lorsque
nous parlerons d’angles égaux pour indiquer
qu’en fait ils sont de mesures égales.
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5. Lignes trigonométriques

Nous allons maintenant montrer qu’il existe
un moyen autre que la mesure pour préciser
la position relative de deux demi-droites.

Pour cela considérons le cercle unité de la
figure 4a ainsi qu’un point M de cercle. (Nous
noterons « la détermination primcipale de
I’angle (Ox, Ot)). A deux positions différen-
tes de M sur le cercle correspondent deux
valeurs différentes de o et réciproquement.
Or, comme pour tout point quelconque du
plan, la position de M est également déter-
minée de mani¢re biunivoque par ses coor-
données x)j et ypm. On en déduit donc que la
donnée de xp et yv permet de déterminer
une valeur unique de o et réciproquement.

Par définition, on appelle respectivement Xpq
et yu le cosinus et le sinus de « et on les note
sous la forme cos o et sin o.

On remarquera également que I’ordonnée du
point P situé & P’intersection de Ot et de la
tangente en I au cercle trigonométrique, ainsi
que I’abscisse du point N situé a I’intersec-

Fig. 3 : Différentes mesures d’un méme angle.
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tion de Ot et de la tangente en J de ce méme
cercle peuvent aussi conjointement définir la
position de Ot. On les appelle la tangente et
la cotangente de I’angle « et on les note sous
la forme tg o et cotg a.

Le sinus, le cosinus, la tanggnte et la cotan-
gente de ’angle « s’appellent les lignes trigo-
nométrigques de «. Elles sont naturellement
fonctions de la valeur «.

On se convaincra assez aisément a ’aide de
la figure 4a que le sinus et le cosinus d’un
angle sont toujours compris entre —1 et +1
alors que la tangente et la cotangente peuvent
quant a elles varier entre — « €t + . Il existe
un certain nombre d’angles dits remarqua-
bles, parce que fréquemment rencontrés, pour
lesquels il est bon de connaitre sans hésita-
tion les lignes trigonométriques. Nous les
récapitulons sous forme de tableau a la figure
4b. Pour les autres angles les calculatrices
scientifiques possédent chacune des fonctions
nécessaires. Auparavant on avait recours a
des tables trigonométrigues figurant dans la
- quasi-totalité des ouvrages de mathématiques
¢lémentaires.
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Fig. 4a : Lignes trigonométriques d'un angle.

6. Commentaires

Le domaine des mathématiques dont ’objec-
tif est I’étude des arcs et angles ainsi que des
relations pouvant exister entre leurs différen-
tes lignes trigonométriques s’appelle la trigo-
nométrie. Nous n’allons pas refaire in extenso

sinus cosinus tangente cotangente
0° o] 0 + oo
30° 1/2 V/3/3 V3
45° B V212 V212 1 1
60° | VA2 V3 VA
90° | 1 + 0

(Par symétries sur le cercle on en obtient d’'autres rapidement)

Fig. 4b : Lignes trigonométriques des angles remarquables.
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un cours de trigonométrie dans ce chapitre ;
nous nous contenterons simplement de signa-
ler au lecteur intéressé que schématiquement
I’étude de la trigonométrie comporte :

Un domaine consacré aux relations existant
entre les lignes trigonométriques des angles
remarquables.

Un domaine consacré aux relations existant
entre les lignes trigonométriques d’un angle
et celles de son angle-moiti€.

Un domaine destiné aux transformations des
sommes et différences de lignes trigonomé-
triques de deux angles en produits et récipro-
quement.

Signalons simplement qu’a ’aide des deux
célebres théorémes de Pythagore et Thalés on
“démontre les relations de base de la trigono-
métrie, a savoir :

Quel que soit ’angle « :

cos’a + sin*a = 1 “)
sino cosa
— = tgo et — = cotga )
coso sina

7. Etude de fonctions circulaires
7.1 - Etude de la fonction sinus

Nous nous proposons maintenant d’étudier
la fonction sinus définie par :

f: IR —= |R
fx) =

Si ’on considére la mesure x en radians, on
peut dire que notre objectif est d’étudier le
comportement de yp en fonction de la valeur
algébrique de I’arc orienté IM (Fig. 4a).

7.1.1 - Domaine de définition

sin x

X e

Il est clair que quel que soit le nombre réel
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X, il peut &tre considéré comme la mesure d’un
arc orienté et par conséguent comme la
mesure en radians d’un angle orienté. On
remarquera cependant que si la valeur abso-
lIue de x est supérieure & 2 cela traduit tout
simplement le fait que I’arc a été obtenu aprés
un certain nombre de tours de cercle. Le
domaine de définition de la fonction sinus est’
donc | R.

En outre, comme nous ’avons déja remar-
qué, la fonction sinus prendra ses valeurs dans
Pintervalle [— 1, + 1]. Ce qui indigue qu’en
aucun cas la valeur absolue d’un sinus ne sau-
rait étre supérieure a 1.

7.1.2 - Périodicité

Nous allons maintenant aborder une pro-
priété de fonctions dont I’importance dans
certains phénomeénes physiques est de tout
premier ordre. Il s’agit de la périodicité.

On dit qu’une fonction d’image f(x) est de
période T si et seulement si, quel que soit le
point X de son domaine de définition garan-
tissant également ’appartenance de x+T a
ce domaine, elle vérifie :

fx+T) = fx)

En d’autres termes cela signifie qu’aprés un
accroissement T de la variable on retrouvera
la méme image.

Il est alors évident que cette considération
nous ameéne a réduire le domaine d’étude de
la fonction a un intervalle d’amplitude égale
4 une période. On est donc amené & introduire
la notion de domaine d’étude.

Il est également évident que par définition la
fonction sinus appartient a cette classe de
fonctions et qu’en ce qui la concerne sa
période est égale & 2« radians (un tour de cer-
cle). On se contentera donc du domaine
d’étude [0 ; 2#[ (que 'on pourrait encore

15¢ Comiplément
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réduire a [0 ; = en remarquant que sin —x =
—sin X pour tout X et en procédant par symé-
trie de centre 0).

7.1.3 - Continuité

L’étude que nous allons faire de la continuité
sera tout 3 fait intuitive et axée sur la notion
physique de cette propriéte.

En effet il semble évident qu’en tout point M
du cercle unité il existe un voisinage de ce
point pour lequel on peut affirmer que pour
toute suite de points (N;) tendant vers M, la
suite correspondante des points (K;) tendra
vers K. '

On admettra en outre que, au voisinage de
0, le sinus et Parc sont équivalents. En
d’autres termes on admettra que :

. sim x

lim
x—0 X

7.1.4 - Dérivabilité

La propriété (6) et quelques arguments géo-
métriques relativement élémentaires nous per-
mettraient de vérifier que la fonction sinus est
dérivable en tout point et que la dérivée en

=1 (6)
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un point x est tout simplement égale & cos X :
sin’x = cos x @)

L’étude du sens de variation de la fonction
sinus se rameéne donc a I’étude du signe de la
fonction cosinus. Sans anticiper outranciére-
ment sur cette étude (cf. §7.2), nous pouvons
d’ores et déja affirmer que ’on a par défini-
tion (en utilisant le cercle trigonométrique) :

cos X = 0 équivaut 2 0 < x < /2
ou 3n/2 £ x £ 27

et que sur ces intervalles du domaine d’étude
la fonction sinus est donc croissante.

cos X < 0 équivaut a 7/2 < x < 3n/2

intervalle du domaine d’étude sur lequel la
fonction sinus est décroissante.
7.1.5 - Représentation graphique

Nous disposons maintenant de suffisamment

. d’indications pour donner une représentation

graphique de la fonction sinus ; représenta-
tion par ailleurs fort célebre.

w
\/W x

sin x
+
T
b o o~ o
| |
| | *
l: ]
g X T
2

%

Fig. 5 : Fonction sinus : sinusoide
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7.2 - Etude de 12 fonction cosinus

Bien gu’a priori rien ne s’y opposerait d’un
point de vue théorique, nous n’allons pas
refaire pour la fonction cosinus le méme type
d’étude que pour la fonction sinus. En effet,
nous avons a notre disposition les résultats
établis sur les fonctions composées que nous
allons pouvoir exploiter en remarquant que
pour tout angle de mesure X on a :

cos X = sin (n/2 — ¥
etsinx = cos (w/2 — xX) 8)

Ce qu’on peut énoncer par :

Pour deux angles complémentaires (somme
des mesures égales a w/2 rd ¢’est-a-dire 90°),
le cosinus de ’un est égal au sinus de ’autre
et réciproquement. Cette propriété se vérifie
immédiatement a I’aide du cercle trigonomé-
trique en se souvenant en outre que dans tout
triangle la somme des mesures des angles est
égale & w rd c’est-a-dire 180°.

L’étude de la fonction cosinus

g: IR — IR
X —  g(X) = cos X
se raméne donc & celle de la fonction com-
posée f°h avec f et h définies par :
h: IR — IR
h(x) = n/2 — x

X e

f: IR — IR
X —  f(x) = sin x
c’est-a-dire :

h f
IR IR IR

h(x) = 7/2-x
f(h(x)) = sin(r/2—x)

X
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D’ou finalement :

feh:lR—=IR
X foh®) = sin(#/2 — x)

On peut donc écrire que :
g=1f°h

Et en tirer toutes les conclusions qui en décou-
lent a savoir :

7.2.1. - Domaine de définition

La fonction cosinus admet également |R
comme domaine de définition.

7.2.2 - Périodicité

La fonction cosinus admet également 2w
comme période.

7.2.3 - Domaine d’étude

Nous choisirons également Pintervalle période
[0 ; 27] (que I’on pourrait réduire a [0 ; =]
en remarquant sur le cercle trigonométrique
que cos —X = cosx et en procédant par symé-
trie d’axe y’Oy).

7.2.4 - Continuité

La fonction cosinus est continue en tout point
de son domaine de définition en tant que
fonction composée de deux fonctions conti-
nues sur ce domaine.

7.2.5 - Dérivabilité

De la méme maniére on peut immédiatement
affirmer que la fonction cosinus est dériva-
ble en tout point de son domaine de défini-
tion en tant que fonction composée de
fonctions dérivables sur ce domaine. En
outre, nous obtenons I’expression de la déri-
vée en un point x de ce domaine en appliquant
la relation :

by ) = PhEx) x P&

15¢ Complément
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COS X

Fig. 6a : Fonction cosinus : représentation graphique.

a savoir :
cos’x = sin’(w/2 — x) = — cos(w/2 - Xx)
C’est-a-dire en appliquant les relations (8) :

cos’x = — sin x

7.2.6 - Représentation graphique

En fait nous n’exploiterons pas cette relation
pour obtenir le sens de variation de la fonc-

tion cosinus sur son domaine d’étude et plus
généralement sur son domaine de définition.
En effet, les relations (8) auraient dd nous dis-
penser de I’essentiel de I’étude précédemment
effectuée en remarquant simplement qu’elles
traduisent le fait que la représentation de la
fonction cosinus s’obtient par translation de
«/2 dans la direction de I’axe x’x de la repré-
sentation de la fonction sinus. On obtient
donc (Fig. 6 a et b) .

sin X

Cos X

g

Fig. 6b : Déphasage de #/2 entre les fonctions sinus et cosinus.



Les bases de calcul en électronique et informatique

Partie 4 Chapitre 10.8 page 9

10.8 Fonctions circulaires

7.3 - Fonctions tangente et cotangente

Nous n’étudierons pas les fonctions tangente
et cotangente en détail eu égard a leur défi-
nition possible par les formules (5).

Notons simplement que :

La fonction tangente admet comme domaine
de définition I’ensemble | R privé des multi-
ples relatifs de x/2 (valeurs pour lesquelles
le cosinus s’annule). Elle est périodique de
période 7 sur ce domaine, continue et de déri-
vée 1+tg>x en tout point X de ce domaine.

La fonction cotangente admet comme
domaine de définition I’ensemble! R privé de
0 et des multiples relatifs de = (valeurs pour
lesquelles le sinus est nul). Elle est également
périodique de période w sur ce domaine,
continue et de dérivée — (1 + cotg’x) en tout
point x de ce domaine (Fig. 7).
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8. Fonctions circulaires et sciences
physiques

Les fonctions que nous avons mentionnées
dans ce chapitre sont d’un usage universel
dans le domaine de la physique. Citons par
exemple :

Amortissement et mouvements vibratoires
divers en mécanique. ‘

Courants alternatifs dans ’approximation des
états quasi stationnaires et propagation hert-
zienne dans le domaine électromagnétique.

A ce titre nous nous proposons d’étudier par
exemple la tension alternative aux bornes d’un
générateur. Tension qui se présente fréquem-
ment sous la forme :

u®) = U sin(wt + &) |

tgx

e
—_—— e e e

ro| =)

0)
__.;________:__________-___

NH

i
|
|
i
|
I
|
|
l
{
I
|
|
|
A 4
o !
i
|
|
|
|
|
i
|
|
|
|

7a. Fonction tangente.

cotgx

27

— e e o e e (B — —— o . o = —— o — . ——
e o e e o i e e e —— o - — — — o

7b. Fonction cotangente.

Fig. 7 : Représentations graphiques.
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+220v

—220v}

-Fig. 8 : Représentation graphique de .uft). = 220 sin(100xt + w/3).

U étant P’amplitude ou encore tension
maximale.

w étant la pulsation (Ona w = 27/T ; T étant
la période et N = 1/T la fréquence).

@ étant la phase.

Cette fonction du temps est définie sur | R,
périodique de période T, continue et dériva-
ble puisque étant la composée de fonctions

continues et dérivables sur | R. En outre sa
dérivée a l’instant t est égale a :

() = Uw cos(wt + &)

Le signe de Uw étant « physiquement » posi-
tif le sens de variation de u se raméne donc
au signe de cos(wt + ) sur Dintervalle
d’étude [0 ; T[ .



